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Trofické funkce v modelech dravce a
koristi

P¥i studiu pfirody hraji neocenitelnou roli matematické modely. Tyto modely oteviraji cestu k predpo-
védim budouciho vyvoje, ale pIni i dalSi a dalezitéjsi role, jak popiSeme v nasledujicim textu.

Pouzivani ekologickych modeld byva nékdy zminovano jako fyzikalni postupy v ekologii, protoze se
studuje ekosystém z hlediska vyvoje populaci a pouzivaji se k tomu matematické metody pivodné
odvozené na feseni fyzikalnich Gloh. Vystupy z modell poté nesou napfiklad nésledujici informace.

= Predikce Schopnost pracovat s matematickymi modely ekosystém umoznuje predpovidat budouci
vyvoj. MiiZe se jednat o vyvoj v neménném prostredi, nebo vyvoj v prostiedi, ve kterém se néktery
z parametri méni. Potom znalost modelu umozni posoudit, jaky ma tato zména vliv na ekosystém.

= Porozumeéni principim Matematické modely umoznuji ekologiim a védclim zkoumat interakce
mezi rlznymi slozkami ekosystémi a porozumét dynamice téchto systéml. Pomahaji tim identi-
fikovat faktory ovliviiujici strukturu a funkci téchto ekosystémd.

= Optimalizace rozhodovani Matematické modelovani ekosystém( miize byt pouzito k optimalizaci
rozhodovani v oblastech jako je ochrana biodiverzity nebo management lesti a rybolovu. Poméaha
identifikovat nejlepsi strategie pro dosazeni vytyCenych cili.

Jednim ze zakladnich vztah( v ekosystémech je vztah dravce a koristi. Tento vztah mize byt jedinou
interakci v ekosystému, nebo miize byt doplnén interakcemi dalsimi. Dilezitost modelovani souziti dravce
a koristi si objasnime na nasledujicich historicky vyznamnych modelech.

Lotkuv-Volterruv model

V roce 1926 publikoval jeden z prvnich modelli dravce a koristi italsky matematik V. Voterra. Motivaci
k sestaveni tohoto modelu byla skuteCnost, Ze béhem omezeni rybolovu za prvni svétové valky v Glov-
cich vzrostlo procento dravych ryb. Na tuto skutecnost upozornil Volterru jeho zet, morsky biolog U.
D’'Ancona, ktery si uvedeny jev nedokazal zdivodnit. Dokonce Cekal pravy opak: pfi omezeni rybolovu
D’Ancona ocekaval zvyseni procentuélniho podilu druhli mensich ryb, které jsou potravou pro dravce.
Volterriiv model toto chovani vysvétluje jako disledek jednoduché predstavy interakce mezi dravymi
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rybami a kofisti. Cast modelu vénovana populaci kofisti obsahuje predpoklad, Ze tato populace pFiro-
zené roste, ale rlst je zpomalen pidsobenim dravci. Vice dravcl vede k vy$simu zpomaleni rlstu kofisti.
P¥ili§ mnoho dravci miize vést dokonce k negativnimu riistu, kdy populace kofisti vymira. Cast modelu
vénovana populaci dravcl obsahuje predpoklad, ze bez pfitomnosti kofisti populace vymira, ale ¢im vice
koristi maji dravci k dispozici, tim spiSe se toto vymirani prevrati v narist populace.

V systému popsaném vySe prirozené vznikaji cykly. Dostatek kofisti umozni néarlst populace dravci.
Mnoho dravci poté plsobi na populaci kofisti negativné do té miry, Ze populace kofisti zaéne vymirat.
Toto vymirani ma za nasledek nedostatek potravy pro dravce a ti zaCnou také vymirat. Po Case je
populace dravce redukovana natolik, ze kofist pfitomnost dravce pocituje méalo. Proto mize jeji populace
zase rlst a namnozit se do puvodniho stavu. To vSak opét umozni rist populace dravce a uzavirad se
cyklus. Velmi pékné jsou periodické zmény velikosti obou populaci patrné ze zaznami vykupu koZzesin
snézného zajice a rysa v oblasti Hudsonova zalivu.

Volerra svym modelem vysvétlil nejenom vznik cykld. Vysvétlil i to, Ze omezenim lovu se rovnovazna

poloha, okolo které populace dravce a kofisti osciluji, posune ve prospéch dravce a nikoliv kofisti. Tento
jev, kterého si vSiml D’Ancona, se nazyva Volterriiv efekt.

Stejny model jako Volterra navrhl jiz v roce 1910 americky matematik A. Lotka a proto se model dnes
nazyva Lotklv—Volerrliv model.

A Linearized version —— prey
—— predator

population

time

Obrazek 1: Vlevo typicky pribéh velikosti populaci dravce a kofisti. Po maximu kofisti nasleduje ma-
ximum dravce a poté propad obou populaci. Vpravo liska ostrovni, kterd se z vrcholového predatora na
svém ostrové stala kofisti na pokraji vyhubeni.

Model obalece smrkového

Podobné periodické vykyvy jako v Lotkové—Volterrové modelu je mozné pozorovat i v kanadskych le-
sich. Zde ptiblizné po 30 aZ 40 letech dochazelo k masovému pfemnoZeni obaleée smrkového (Choris-
toneura fumiferana). Populace tohoto motyla je relativné mala, ale nékteré roky zvysi tisicindsobné a
jeho housenky dokazi zahubit 80% stromil v lese a les prakticky zni¢it. Jeden z poslednich masovych
vyskytd byl od roku 2006 v Quebecu. Zde do roku 2019 bylo zasazeno cca 9.6 milionu hektarl (zdroj

https://www.nrcan.gc.ca), coz je vice nez rozloha Madarska.

V roce 1978 navrhli védci D. Ludwig, D. Jones a C Holling model, ktery dokazal nejenom modelovat vyvoj
populace obaleCe, ale pomohl objasnit i divody, pro¢ k popisovanému premnozeni dochazi. Divodem
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byla predace. V tomto pfipadé Slo o konzumaci housenek obaleCe ptaky. Ptaci slouzili v prirodé jako
faktor omezujici pocty housenek, ovsem jenom do jistého limitu. Kdyz se les dostate¢né rozrostl, poskytl
dostatek potravy i populaci housenek. Populace housenek se rozrostla a to do takové miry, Ze ptaci
dosahli pfi konzumaci potravy své saturace a nedokazali dal stavy housenek redukovat. Tim se role
ptakd jako predator(i stala méné vyznamnou a populace housenek se mohla velmi rychle mnozit a poté
zdevastovat les.

V tomto pripadé je predace dillezitd pro omezeni populace housenek. Protoze ptaci jako predatofi maji
mnohem pomalejsi cyklus rozmnoZzovani nez obale¢, je mozné jejich populaci povazovat za konstantni.
Diky saturaci poté ptaci dokazi omezit rychlost ristu obaleCe jen do omezené miry. Toto omezeni vSak
od urcité velikosti populace prestava stadit a dojde k nekontrolovatelnému premnozeni.

Liska ostrovni (Urocyon littoralis) je jedine¢ny Zivocisny druh, endemit Zijici jenom na ostrivcich okolo
Kalifornie. Je velkad jako kocka a diky absenci pfirozenych nepratel divéfiva. Jako druh je citlivd a
zranitelna vlivem malé genetické variability a malé odolnosti vii¢i nemocem zavleenym z pevniny. Je to
jedna z nejmensich psovitych Selem. Na rozdil od ostatnich psovitych Selem umi Splhat po stromech.

Vlivem cinnosti Clovéka se populace lisky ostrovni dostala na prelomu tisicileti do velkych potizi. Na
ostrové San Miguel klesla populace z 450 dospélych jedincii v roce 1994 na 15 v roce 1999 (viz https:
//www.iucnredlist.org/species/22781/13985603). Podobna situace byla i na okolnich ostrovech,
z nichz kazdy je osidlen samostatnym poddruhem lisky ostrovni. P¥icinou Ghynu byl cely fetézec udalosti:
produkce insekticidu DDT ve 40. letech 20. stoleti méla za nasledek vym¥eni orla bélohlavého (Haliaeetus
leucocephalus) a ten byl nahrazen orlem skalnim (Aquila chrysaetos). Predatora ziviciho se rybami timto
na ostrové vystridal predator preferujici savce. Toto bylo pro lisky ostrovni fatalni. Lisky, dfive vrcholovi
predatofri, se staly najednou kofisti a na prelomu tisicileti se ocitly tésné pred vyhubenim. A na rozdil od
Lotkova—Volterrova modelu nebylo mozné doufat v navrat lisek na plavodni stavy diky oscilacim, protoze
orli méli i alternativni potravu v podobé divokych prasat a skunkd.

Nastésti se nesmirnym Gsilim podafilo lisky ostrovni jako druh zachranit. Nejprve se podafilo spravné
identifikovat priciny jejich Gbytku. Poté jiz stacilo populaci lisek opétovné rozmnozit a zajistit podminky,
ve kterych je populace stabilni. To zahrnovalo vybiti divokych prasat, presidleni orli skalnich, navrat
orlii bélohlavych, umélé rozmnozeni lisek, jejich navrat do prirody a jejich vakcinaci proti zavleCenym
chorobam. To vse se podafilo v rekordnim Case, za jednu dekadu. Jednalo se o jeden z nejispésnéjsich
zachrannych programii pro savce.

DaleZitou komponentou modelu dravce a kofisti, at se jedna o kterykoliv z vyse uvedenych pripadi, je
troficka funkce. Tato funkce modeluje plsobeni jednoho predatora na populaci kofisti. Udava rychlost,
s jakou zpomaluje rist kofisti jeden dravec. Je-li « velikost populace kofisti a y rychlost, s jakou jeden
dravec zpomaluje rist kofisti (tj. mnozstvi kofisti ulovené dravcem za jednotku Casu), mizeme tuto
funkci matematicky zapsat ve tvaru

y = f(x).

Budeme se snazit najit pfirozené predpoklady, které trofickd funkce musi spliiovat. Poté se pro ni poku-
sime najit vhodny analyticky tvar.
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Uloha 1. Ptedpoklady o piisobeni dravce na kofisti maji odraz ve vlastnostech, které musi troficka
funkce mit. Prevedte nasledujici pozadavky do terminologie popisu vlastnosti matematickych funkci.

1. Dravec v prostredi s chudou nabidkou potravy ma i chudy ulovek. Vice koristi znamena snazsi
dosah kofisti a tim i vétsi Glovek.

2. Bez potravy dravec nic neulovi. Pokud je mnozstvi kofisti nulové, je nulové i mnozstvi koristi,
které dravec ulovi za jednotku casu.

3. Dravci konzumuji potravu jenom do své saturace. Je-li potravy nadbytek, dravci neulovi za
jednotku Casu vice potravy, nez odpovida jejich saturaci.

Vyjadrete tyto vlastnosti pomoci pojmi, které pouzivdme pro popis vlastnosti funkci. Jaké vlastnosti
funkci odpovida kazdy z uvedenych bodi?

Reseni.
Cést 1) Funkce y = f(z) je rostouci.
Cést 2) Funkce y = f(z) prochazi pocatkem, tj. plati f(0) = 0.

Cast 3) Funkce y = f(x) je shora ohranicena, jeji graf ma v nekone¢nu vodorovnou asymptotu.

Trofickad funkce udava, kolik kofisti zahubi jeden dravec za jednotku Casu pti dané velikosti populace
kotisti. Musi tedy byt definovdna na mnoZziné nezapornych Cisel a funkéni hodnoty budou nezaporné.
V predchozi ¢asti bylo ukazano, Ze troficka funkce ma prochazet pocatkem a riist k vodorovné asymptoté
(rast a ohrani¢enost shora). Tyto vlastnosti nebudou splnény, pokud budeme hledat trofickou funkci mezi
linedrnimi funkcemi. Zkusime tedy nejjednodussi nelinearni funkci, nepfimou Gmérnost.
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Uloha 2. Vyjdéte z grafu funkce y = % Na této funkci provadéjte transformace, které méni graf
zplsobem popsanym nize.

1. Rozsitte graf k-krdt ve svislém sméru. Tim se neméni monotonie ani poloha vodorovné
asymptoty, ale miizeme ménit rychlost ristu.

2. Prevratte graf okolo vodorovné osy a posunte o S nahoru. Tim docilime toho, Ze pro kladné =
bude funkce rostouci a poroste k asymptoté S.

3. Po uvedenych transformacich méa graf v nule svislou asymptotu a jeden priisecik s vodorovnou
osou vpravo od pocatku. Posunte graf doleva tak, aby se svisla asymptota dostala vlevo od
svislé osy a priiseCik s osou x se posunul do pocatku.

Reseni. Funkce, jejiz graf vznikne rozsirenim grafu funkce y = % ve svislém sméru k-krat je

Yy=—-
T

Prevraceni a posun dosdhneme vynasobenim funkce fakorem —1 a pri¢tenim hodnoty S. Tim dostavame

funkci L
y=95——.
T

Posun doprava o b zajistime substituci vyrazu x + b za . Tim dostavame funkci

k
x+b

y=5-

Po prevedeni na spole¢ného jmenovatele ma funkce tvar

_Sz+8b  k Sz+(Sb—k)
 x+b x+b x+b '

Ma&-li platit f(0) = 0, musi byt splnéna podminka
Sb—k=0.
Tato podminka ukazuje, Ze tfi konstanty nejsou nezavislé, ale je mezi nimi uvedena vazba.

Poznamka. V predchozi Gloze jsme odvodili analyticky tvar pro jednu ze zdkladnich trofickych funkci.
Jedna se o rostouci funkci, kterd z polatku roste smérem k vodorovné asymptoté a rychlost ristu
postupné klesa. Takova funkce se nazyva Hollingova funkce Il typu. Byva obvyklé ji psat ve tvaru

Sx

PR .

fz) =

kde S je hladina saturace a b konstanta, jejiz vyznam objasnime v nasledujici dloze.

Uloha 3. UkaZte, 7e pro velikost populace rovnu b je hodnota trofické funkce (1) rovna poloviné
hodnoty saturace.

Reseni. P¥imym dosazenim do (1) dostdvdme

Sb Sy S
o=y 5=% "7
Tim je tvrzeni dokazano.

Nésledujici kol ukazuje opalny proces, kdy z trofické funkce ve tvaru (1) odvodime tvar ukazujici

postupné transformace funkce y = %



Uloha 4. PYevedte funkci
6x

T+ 2

y:

1

do tvaru udavajiciho postupné transformace funkce y = - na graf zadané funkce.

Reseni. Ulohu vyfesime tak, ze v Citateli vytvofime nasobek jmenovatele a rozdélime zlomky.

6x _6(x+2)—12_6(x+2) 12 612 1
x+2 T+ 2 Tz 42 T+2 T+ 2

Tento vypoclet ukazuje, Ze graf uvedené funkce obdrzime rozsitenim grafu funkce ve svislém sméru
dvanactkrat, prevracenim okolo vodorovné osy, posunutim o Sest jednotek nahoru a dvé jednotku doleva.

Uloha 5. Troficka funkce je dana vztahem

3z
z+5

y:

Prevedte tento vyraz na tvar, z kterého vidime transformace, které je nutno udélat na grafu funkce
Yy = % abychom dostali graf zadané funkce.

Uloha 6. Troficka funkce je déna vztahem

4x
x4+ 8

y:

Prevedte tento vyraz na tvar, z kterého vidime transformace, které je nutno udélat na grafu funkce
Yy = % abychom dostali graf zadané funkce.

Uloha 7. Sestavte trofickou funkci, pokud vite, Ze rychlost konzumace potravy p¥i saturaci predatorii
je 6 a ze konzumace probiha polovi¢ni rychlosti pro populaci kofisti o velikosti 210.
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