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Linearni regrese

V praxi se Casto setkdvame s tim, Ze hodnotami jedné veli¢iny jsou dany hodnoty druhé veli¢iny a ze sady
namérenych nebo statisticky ziskanych dat ur¢ujeme matematicky model udavajici funkéni zavislost mezi
obéma veli¢inami. Jako pfiklad mizeme uvazovat data udavajici vySku americkych zen ve véku mezi
30 a 39 lety (zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression, 12.4.2024, pro
stru¢nost je pouzita jenom polovina dat).

vygka/m 147 152 157 1,63 1,68 1,73 1,78 183
hmotnost kg 52,21 54,48 57,20 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Data jsou vykreslena na obrazku vlevo. Z obrazku je patrné, Ze s rostouci vyskou roste i hmotnost.
V takovém pFipadé je mozné najit matematicky model, ktery udava hmotnost jako funkci vysky. Takovy
matematicky model je znazornén barevné na obrazku vpravo. Jednad se o model, ktery umozni pro
zadanou vysku zeny predpovédét jeji hmotnost.

Co-funded by the Erasmus+ Programme of the European Union.


https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression
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Obrazek 1: Vlevo jsou vykreslena data jak zavisi hmotnost americkych zen (woman mass) na jejich
vysce (woman height). Vpravo jsou data doplnéna regresni primkou reprezentujici matematicky model
funkéni zavislosti mezi vyskou a hmotnosti.

Popsana tloha se nazyva linearni regrese.

Linearni regrese jedna ze zakladnich metod strojového uceni, kdy v datech odhalime jistou funkéni
zavislost. Tuto poté mizeme pouzit k tomu, abychom davali predikce funkénich hodnot pro data, ktera
se v zadaném souboru nevyskytuji.

V nasledujicim textu si ukazeme, jak linearni regrese souvisi s linedrni kombinaci vektord a jak je mozné
regresni primku najit pomoci operaci s vektory.

= Nejprve si ukazeme, jak se fesi tlohy na zapis vektoru jako lineadrni kombinace zadanych vektor(.

= Poté si ukdzeme, jak je mozné si predchozi tlohu usnadnit, pokud je néktery z vektorli kolmy
k ostatnim.

= Poté ukdzeme, jak je mozné najit priblizné Yeseni Glohy v pripadé, Ze presné feSeni neexistuje.

= Na zavér si ukdzeme, jak se tato technika da vyuzit ke strojovému uceni. Ze zadanych dat sestavime
matematicky model odhalujici trend v téchto datech a umoznujici predikovat funkéni hodnoty i
pro hodnoty, které se v datovém souboru nevyskytuji.

Linearni kombinace vektoru

Nejprve jedna snadna tloha. Klasickou tlohou souvisejici' s vektory je zapsat zadany vektor jako linearni
kombinaci zadanych vektord.

- o 1\ . S, L . o 2 - 3 P
Uloha zapsat vektor ¢ = 9 jako linedrni kombinaci vektorl @ = NE b= 1 ) znamena najit cisla

t1 a ta s vlastnosti
t1d + tab = C.



Po rozepsani do soutadnic vidime, Ze tato Gloha vede na soustavu rovnic

2y + 3ty = 1,
21+t = 2.

Tato soustava ma jediné feSeni t; = % aty = —%.

Linearni kombinace s kolmymi vektory

Nyni néco komplikovanéjsiho. Ulohu na sestaveni linearni kombinace si ztizime tim, Ze vektori bude
vice. Vektory vsak budou mit specialni vlastnost, ktera Feseni znatelné usnadni.

1 2 3 3
Uloha najit vektor @ = [ 2 | jako linedrni kombinaci vektord @, = | 2|, @ = (1], @3 = | -1
1 1 2 —4

vede na udlohu najit Cisla tq, t2 a t3 s vlastosti
t1Uy + totls + t3tis = W. (1)
Po dosazeni dostavame soustavu tfi rovnic

2t1 4+ 3to + 3t =1,
2t +to —t3 = 2, (2)
t1 + 2ty — 4tz = 1.

Regeni takové soustavy je pomérné nepfijemné, ale v tomto ptipadé mizeme vyuzit specialni vlastnosti
zadanych vektorti. Vektor u3 je totiz kolmy k vektorim u; a s a tedy i k roviné definované témito
vektory. Tuto skuteénost snadno ukazeme vypoctem skalarnich soudini

i3 =2-342-(—1)+1-(=4)=0

fy i3 =3-34+1-(=1)+2-(=4) =0.

Diky této vlastnosti se vyplati rovnici (1) vynasobit skalarné po fadé vektory @, aZ i5. Tim dostdvame
nasledujici tfi rovnice.

t1 (- ) + to(ds - U1) + t3(ts - Uh)

—

t1(ty - Ua) + ta(ty - U2) + ta(Us - Ua) = W - U

t1(y - Us) + to(ts - Us) + t3(Us - Us) = W - Us
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Vypoctem skaldrnich souini dostdvame soustavu, kterd je nepomérné jednodussi nez soustava (2).

9t1 + 10t =7
10t + 14t =7
26t3 = —3

Z posledni rovnice vidime pfimo jednu z nezndmych a dvé prvni rovnice tvofi soustavu dvou rovnic
o dvou neznamych. (Konkrétni FeSeni neni v tuto chvili podstatné. Je v3ak zfejmé, Ze soustava ma pravé
jedno Feseni.)



Linearni kombinace s nekonzistentni soustavou rovnic

Nyni nasi dlohu modifikujeme do tfetice. Jeden z vektori se kterymi pracujeme vynechdme, ¢imz se stane
tloha v klasickém smyslu neresitelnou. Zobecnime vsak rozumnym zplisobem pojem reseni. Nebudeme
hledat hodnoty neznamych, pro které jsou si levé a pravé strany rovny. Namisto toho budeme hledat
alespori takové hodnoty neznamych, pro které se levé a pravé strany co nejméné lisi.

Uloha vyjad¥it vektor 1 z minulé podkapitoly jako linearni kombinaci vektorii i, a iy je ukazkou takového
problému. Musime najit Cisla t1, to takova, Ze plati

ti1Uy + totls = W

a v souradnicich

21 + 3ts = 1,
2t +to = 2,
t1 + 2t = 1.

Je snadné se presvédcit, Ze tato soustava je nekonzistentni a nema Yeseni. Opravdu, soustavu slozenou
z prvnich dvou rovnic jsme vyfesili v dvodu (t; = % a ty = —1) a posledni rovnice je s touto volbou ve

sporu (2 +2-(—3) #1). :

ResSeni nekonzistentni soustavy rovnic. V tuto chvili oslabime pozadavky na Feseni soustavy rovnic.
Resenim nekonzistentni soustavy rovnic budeme rozumét takovou volbu hodnot neznamych, pro kterou
Jje délka vektoru vyjadrujiciho rozdil levych a pravych stran soustavy minimaln.

Obrazek 2: Vektory iy a us definuji rovinu, v niz nelezi vektor w. Proto vektor w neni mozné zapsat

jako linedrni kombinaci vektorti u1 a us. Je vSak mozné jako linedrni kombinaci zadanych vektor(i zapsat
kolmy priimét wy vektoru w do uvazované roviny. Vektor w je ze vSech vektor(i, které je mozZno zapsat
jako lineadrni kombinaci vektorl w1 a s, nejblize vektoru w. Kvantitativni kriterium pro tuto vlastnost

je délka vektoru €.

Na obrazku si vysvétlime, co dané soustava vyjadiuje a jak je mozZné si predstavit jeji reSeni ve vyse
uvedeném oslabeném smyslu. Snazime se pomoci linearni kombinace vektorli u; a s vyjadFit vektor
W, ktery v roviné definované témito vektory nelezi. Takova tGloha nemé feSeni. Budeme se proto snazit
najit alespon takovou linedrni kombinaci, kterd se od vektoru f lisi co nejméné. To bude vektor Wy,
pricemz rozdil mezi W a Wy je zndzornén vektorem &. Snazime se o to, aby délka vektoru £ byla co
nejmensi. Z geometrie je snadné nahlédnout, Ze toto nastane v pfipadé, kdy je vektor € kolmy k roviné
definované vektory w1 a u. Tim se dostdvdme do stejné situace, jako byla v predchozi ¢asti textu. Tam
jsme také vidéli trik, jak najit koeficienty u vektori u; a us bez FeSeni plné soustavy rovnic: vynasobili
jsme soustavu skalarné vektory iy a us. Dokonce k tomuto vypoctu ani nemusime znét vektor €.

Protoze délka vektoru £ se vyjadfuje pomoci druhych mocnin soufadnic tohoto vektoru, md metoda
nazev metoda nejmensich Ctverci.

.

Cely postup si ukdzeme na prikladé v nasledujici ¢asti.



Uvazujme data z néasledujici tabulky.

Hleddme pfimku y = ax + b, kterd co nejlépe vystihuje trend v tomto souboru a byla by vhodnym
matematickym modelem pro tato data. Dosazenim kazdého ze t¥i bod(i do modelu dostavame tfi rovnice.

20 +b=1
3a+b=5
da+b="17

To je uloha s nekonzistentni soustavou rovnic, kterd nema fesSeni v klasickém slova smyslu. Vektorovy
tvar této soustavy je nasledujici.

2 1 1
al3)+011) =15
4 1 7
2 1
Po vynasobeni po fadé vektory | 3| a [ 1 | dostdvame soustavu dvou rovnic.
4 1
29a + 9b = 45
9a 4+ 3b =13
Reseni této soustavy jea =3 a b= —1—;. Regresnim modelem pro zadana data je tedy ptimka
14
=3r— —.
Y € 3

Graf obsahujici uvedena data a regresni pfimku je na obrazku.
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Obrazek 3: T¥i body nelezici je jedné primce a primka, ktera je regresnim modelem pro zadanou trojici
bodd.

Regrese pro vétsi datové soubory

Postup uvedeny v predchozim textu pro tfi body je mozné zobecnit na libovolny pocet bodl. Nenfi
neobvyklé pracovat s datovym souborem obsahujicim stovky bodd.

Je-li vektor X vektorem obsahujicim hodnoty nezavislé proménnéﬂ a'Y vektor obsahujici hodnoty zavislé
proménné, budeme uvazovat model
Y =aX +0b.

Koeficienty a a b uréime tak, ze tuto rovnici prepiSeme na vektorovou rovnici
Y =aX + b1,

kde 1 je vektor sestaveny z jedni¢ek. Tuto rovnici vynasobime skalarné vektorem X a vektorem T.

IPouzijeme zapis bézné uzivany p¥i zpracovani dat, kdy datové soubory (vektory) oznacujeme velkymi pismeny a vektor,
ktery ma vSechny komponenty rovny stejnému &islu zapisujeme jako dané Cislo se Sipkou pro oznaceni vektoru.

2P¥isné vzato tato operace nema matematicky smysl, protoze s¢itame vektor s redlnym &islem. Tuto operaci je nutno
interpretovat po slozkach, kdy toto s¢itani znamena, Ze se redlné Cislo zméni na vektor pfislusné dimenze tak, aby operace
byla definovana. toto pfizplsobeni se nayvame broadcasting. Ve vysledku ke kazdé komponenté vektoru aX pri¢itdme
hodnotu b.



Dostavame tak soustavu

(3)

Pro vice nez tfi body takto pracujeme s vektory vétsi dimenze nez tfi. V dlsledku toho pfichazime
o nazornou geometrickou pfedstavu. Az na tuto skuteCnost se vSak na praci nic neméni. Skalarni soucin
dvou se stale pocita tak, ze se vynasobi odpovidajici komponenty a tyto souciny se poté seCtou.

Po dosazeni dat o americkych Zenach z dvodu tohoto textu dostdvame nasledujici vztahy.

X X =147 +1522+ 1,57 +--- + 1,832 = 21,9257
X Y =147-5221+1,52-54,48 + 1,57 - 57,20 + - - - + 1,83 - 74,46 = 828,4568
T-X=147+152+157+---+1,83=1321
T-Y =5221+ 54,48 + 57,20 + - - - + 74,46 = 497,59
I T=1+1+14---+1=38

Po dosazeni hodnot skalarnich sou¢ini do (3) dostdvame soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych

21,9257a + 13,21b = 828,4568,
13,21a + 8b = 497,59,

kterd ma jediné fesSeni. Timto Feéem’mE je a = 60,44 a b = —37,61. Modelem, ktery udavé zavislost
hmotnosti zen y na jejich vysce z, je vztah

y = 60,44x — 37,61.

Obrazek ukazuje pouzitd data, regresni zavislost a predikci pro hmotnost zeny o vysce 1,72 metru.

3Pozor, tloha je pomérné citliva na zaokrouhlovani.



80

~

ul
1
L

~

o
1

(\]

o
o

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
I
I
I
I
1
I

-
[

ul
ul
1
\ ]

o
o
1
L

woman mass/kg
')
[ )

50 A1

45 T T T T T T T
1.45 1.50 1.55 1.60 1.65 1.70 1.75 1.80 1.85

woman height/m

Uloha 1. Najdéte regresni pfimku pro zadana data.

z 1,0 20 30 40
y 23 25 3,1 33

Uloha 2. Linearni regrese je jednou ze zakladnich inZenyrskych metod. Jako takové je prakticky
v kazdém nastroji na zpracovani dat. Linearni regresi obsahuje vétsina vyspélejsich kalkulator, linedrn{
regresi najdete v programech MS Excel a OpenOffice Calc, najdete ji i v programovacich jazycich pro
praci s daty, jako je Python nebo Octave. Zjistéte, jestli tato funkce je ve vypoletnim prostredku,
ktery pouzivate a zopakujte vypocet se zavislosti hmotnosti zen na vysce. Hledejte pojmy jako linearni
regrese nebo metoda nejmensich Ctvercd.

= Ve statistice je uvedend metoda jednou ze zakladnich metod pfi predikci, zda jedna veli¢ina ma
vliv na hodnoty druhé veli¢iny. Proto jsou k dispozici metody, které hodnoti kvalitu aproximace a



také to, zda je pro dany soubor bod{ uvazovana aproximace vhodna &i nikoliv.

= Existuji také vicerozmérné verze metody nejmensich Ctvercli, kdy predikovanou hodnotu urcujeme
ne z jedné ale z nékolika nezavislych velic¢in.

= Uloha najit fedeni nekonzistentni soustavy linedrnich rovnic se vyskytuje i p¥i rekonstrukci obrazu
v akustické tomografii. To umoZznuje studovat slozeni geologickych vrstev nebo zdravotni stav dreva
¢i stromu na zakladé informace o rychlosti, s jakou materiadlem prochazi viny elastické deformace.
Jako tivod do problematiky miZe poslouzit série ¢lank( na blogu https://tomroelandts.com/.

= Je mozné sestavit pfimo vztahy pro vypocet koeficientd lineadrni regrese ze zadanych dat a vynechat
tak vypocet skalarnich soucinii a feSeni soustavy rovnic. Viz napfiklad https://en.wikipedia.
org/wiki/Simple_linear_regression#Expanded_formulas.
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