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Przy podejmowaniu decyzji inwestycyjnych nie wystarczy polegaé na prostych modelach liniowych - rynek
jest dynamiczny i peten niepewnosci. Zbudowanie optymalnego portfela inwestycyjnego wymaga zatem
podejécia uwzgledniajacego nie tylko oczekiwang stope zwrotu, ale takze ryzyko i inne ograniczenia, takie
jak dostepne zasoby finansowe czy wymagania dotyczace dywersyfikacji. Zwrotéw z poszczegdlnych
aktywéw nie da sie z géry precyzyjnie okresli¢ - na ich zachowanie wptywa wiele czynnikéw, dlatego
potrzebne s3 modele oparte na funkcjach kwadratowych. Podejécie to - znane obecnie jako nowoczesna
teoria portfelowa - potozyto podwaliny pod nowe spojrzenie na inwestowanie. Za swdj fundamentalny
wktad w te dziedzine Harry Markowitz, William Sharpe i Merton Miller otrzymali w 1990 roku Nagrode
Nobla.

Problemy te prowadza zatem do tak zwanych zadan programowania kwadratowego, gatezi optymalizacji
matematycznej, ktéra koncentruje sie na znajdowaniu ekstreméw (zazwyczaj miniméw lub maksiméw)
funkcji kwadratowej w zbiorze punktéw zdefiniowanych przez réwnania i nieréwnosci liniowe.

Droga influencera do sukcesu

Aspirujacy influencer ma nadzieje na zwiekszenie liczby obserwujacych na Instagramie i TikTok poprzez
promocje postéw i ptatne reklamy. Wedtug dostepnych danych, inwestujagc 10 000 CZK w promocje na
Instagramie, mozna zyska¢ 1000 nowych obserwujacych, a ta sama inwestycja w reklamy na TikTok ma
przynie$¢ 1000 nowych obserwujacych na tej platformie. Dzieki specjalnej ofercie influencer moze wydaé
maksymalnie 20 000 CZK na promocje na Instagramie i 10 000 CZK na reklame na TikTok.

Zadanie 1. lle influencer powinien wyda¢ na promocje i reklame na kazdej platformie mediéw spo-
tecznosciowych, aby zblizy¢ sie jak najbardziej do zdobycia 3000 obserwujacych na Instagramie i 2000
obserwujacych na TikTok?

Rozwigzanie. Niech x reprezentuje kwote zainwestowang w promocje na Instagramie w dziesigtkach
tysiecy CZK, a y reprezentuje inwestycje w reklame na TikTok. Wéwczas optymalna warto$¢ kosztu
catkowitego musi spetnia¢ nastepujace warunki

0<z<?2 and 0<y<1,

tzn. rozwigzanie lezy wewnatrz prostokata. Na tym samym uktadzie wspétrzednych mozemy réwniez
wykresli¢ punkt reprezentujacy docelowa liczbe obserwujacych. Jesli x oznacza liczbe obserwujacych
na Instagramie w tysigcach, a y liczbe obserwujacych na TikTok w tysigcach, to punkt docelowy ma
wspbtrzedne [3,2].

Szukamy punktu wewnatrz danego prostokata, ktéry jest jak najblizej punktu [3,2].

Odlegtos¢ dowolnego punktu [z, y] od punktu [3,2] jest okre$lona wzorem

o(z,y) =V (z—3)2+ (y — 2)%

Poniewaz pierwiastek kwadratowy jest funkcja rosnaca, tzn. jesli 0 < a < b to koniecznie /a < Vb,
minimalizacja v/(z — 3)2 + (y — 2)2 jest réwnowazna minimalizacji (z — 3)% + (y — 2)2.

1 The portal Math4U is developed within the international projects of the
Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava)
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain.

Funded by
the European Union




MATHO) U math I
Results matter!

Dla dowolnego ¢ > 0, réwnanie

(x -3+ (y—-2)72=c
reprezentuje okrag o $rodku w punkcie [3,2] i promieniu y/c. Naszym zadaniem jest znalezienie okregu
o najmniejszym mozliwym promieniu, ktéry nadal przecina dany prostokat. Sytuacje ilustruje ponizszy
rysunek, ktéry daje nam wskazéwke co do rozwigzania.
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Rysunek 1: Zadanie 1- rozwigzanie

Z rysunku wynika, ze rozwiazaniem jest punkt [2,1]. Ale czy tak jest naprawde? Rysunek pokazuje,
ze wynikowy okrag dotyka prostokata doktadnie w jego prawym gérnym rogu. Oznacza to, ze punkt
przeciecia okregu z linig tworzaca gérng krawedZ prostokata musi by¢ taki sam, jak punkt przeciecia
okregu z linig tworzaca prawa krawedZ prostokata. Innymi stowy, ponizsze uktady réwnan musza mieé
co najmniej jedno wspélne rozwigzanie:

(x=3)+(y—-2)7=c

Nie mozemy rozwigza¢ kazdego uktadu osobno, poniewaz spowodowatoby to powstanie réwnania kwa-
dratowego z dwiema niewiadomymi. Jednak podstawiajac z = 2 i y = 1, otrzymujemy nastepujaca pare
réwnan:

(r—3)2+1=c
1+(y—2)7°=c¢

Cco oznacza, ze
(=32 +1=1+(y—2)?
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lub
(.’ﬂ - 3)2 = (y - 2)27

co daje, po wzieciu pierwiastka kwadratowego,
[z =3[ =1y -2

Réwnanie to jest wyraznie spetnione dla punktu [2,1]. Mozemy zatem stwierdzi¢, ze influencer bedzie
najblizej swojego celu, inwestujac maksymalng kwote 20 000 CZK w promocje na Instagramie i 10 000
CZK w reklame na TikTok.

Zadanie 2. Jak zmienia sie rozwigzanie zadania 1, jesli celem jest 1000 obserwujacych na Instagramie
i 3000 na TikTok?

Rozwigzanie. W tym przypadku minimalizujemy odlegto$¢ od punktu [1, 3]. Sytuacja zostata zilustrowana

ponizej.
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Rysunek 2: Zadanie 2-rozwiazanie

Rozwiazanie bedzie lezato na linii y = 1, co prowadzi nas do ukfadu

(2-1)%+ (-3 =c
y=1

Jest to uktad sktadajacy sie z jednego réwnania kwadratowego i jednego réwnania liniowego w trzech
zmiennych, ktéry mozemy tatwo zredukowaé do réwnania kwadratowego w dwdch zmiennych:

(x—1)*+4=c

Z powyzszego rysunku widzimy, ze pozadany okrag o najmniejszym mozliwym promieniu tylko dotyka
prostokata. Oznacza to, ze liczba ¢ musi by¢ taka, aby réwnanie kwadratowe miato tylko jedno roz-
wigzanie (jesli nie ma zadnego, promieri jest zbyt maty i okrag nie przecina prostokata; jesli ma dwa
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rézne rozwigzania, musi istnie¢ okrag o nieco mniejszym promieniu, ktéry nadal przecina prostokat).
Rozwiagzaniem réwnania kwadratowego jest

$172=:|:\/C—4+1.

Rozwigzanie bedzie doktadnie jedno (tzn. oba rozwigzania beda zbiezne) tylko wtedy, gdy ¢ = 4. W
takim przypadku x = 1, co oznacza, ze rozwigzaniem jest punkt [1, 1]. Tym razem influencer musi wydaé
tylko 10 000 CZK na promocje na Instagramie i 10 000 CZK na reklame na TikTok.
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