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Wyobraz sobie, ze organizujesz szkolny turniej tenisa stotowego, szachéw, e-sportu lub futsalu. Chcesz,
aby byt on jak najbardziej sprawiedliwy - tak, aby kazdy gracz miat szanse zmierzy¢ sie ze wszystkimi
innymi. Do tego wtasnie stuzy system round robin.

Jego gtéwna zaleta jest uczciwo$é: koncowy ranking zalezy wytacznie od wynikéw graczy lub druzyn, a
nie od losowania przeciwnikdéw. Z drugiej strony, liczba meczéw szybko rosnie wraz z liczba uczestnikéw
- zaplanowanie takiego turnieju moze by¢ sporym wyzwaniem. | tu do gry wkracza kombinatoryka -
matematyka liczenia mozliwosci.

Turniej Futsalu

Zadanie 1. Dziewie¢ druzyn zarejestrowato sie do turnieju futsalowego. Bedzie on rozgrywany w
formacie round robin, co oznacza, ze kazda druzyna rozegra jeden mecz z kazda inn3. Za kazde
zwyciestwo druzyna otrzymuje 2 punkty, za remis 1 punkt, a za porazke 0 punktéw. Ostateczny
ranking jest ustalany na podstawie facznej liczby punktéw zdobytych we wszystkich meczach.

lle meczéw nalezy rozegraé w turnieju? Na ile réznych sposobéw mozna utozyé harmonogram turnieju,
zaktadajac, ze dostepne jest tylko jedno boisko, a mecze s3 rozgrywane jeden po drugim?

Rozwigzanie. Catkowita liczba rozegranych meczéw odpowiada liczbie wszystkich nieuporzadkowanych
par, ktére mozna utworzy¢ z dziewieciu druzyn. Innymi stowy, jest to liczba dwuelementowych kombinacji
bez powtérzen ze zbioru dziewieciu elementéw. Daje to faczna liczbe

)

Aby okresdli¢ liczbe mozliwych harmonograméw turnieju, zasadniczo liczymy wszystkie rézne kolejnosci
36 meczédw. Dlatego catkowita liczba mozliwych harmonograméw meczéw wynosi

36! = 371993 326 789 901 217 467 999 448 150 835 200 000 000 = 3,72 - 10**.

Zauwazmy, ze gdybySmy zebrali poréwnywalng liczbe ziaren piasku, z ktérych kazde miatoby objetosé
okoto 10~® m3, cata kupka miataby objetoéé rzedu 1028 m?, czyli mniej wiecej dziesieciokrotnie wieksza
niz objeto$¢ Stonca. Zamiast stosu bytoby to stosunkowo masywne ciato niebieskie.

Zadanie 2. Wykaz, ze jesli jakakolwiek druzyna w turnieju opisanym w poprzednim problemie zdobyta
facznie 13 punktéw, to musi by¢ wsérdd czterech najlepszych druzyn w turnieju.

Rozwigzanie. Uzyjemy dowodu przez zaprzeczenie. Zatézmy, ze pie¢ druzyn zdobyto po 13 lub wiecej
punktéw. Poniewaz w kazdym meczu obie druzyny rozdzielaja po 2 punkty, taczna liczba punktéw
rozdzielonych w catym turnieju wynosi 2-36 = 72. WSrdd pieciu druzyn musiato zosta¢ rozdzielonych co
najmniej 5 - 13 = 65 punktéw. Pozostaje wiec co najwyzej 7 punktéw dla pozostatych czterech druzyn.
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Jednak te cztery druzyny graja miedzy soba mecze (g) = 6, a zatem musza podzieli¢ miedzy siebie 12
punktéw. faczna liczba punktéw musiataby wiec wynosi¢ co najmniej 77, co jest niemozliwe. DoszliSmy

do sprzecznosci.

Dlatego moga by¢ co najwyzej cztery druzyny z 13 lub wiecej punktami.

Bardziej sprawiedliwy turniej

Tym razem do kolejnej edycji futsalowego turnieju opisywanego w poprzednich problemach zgtosito sie
siedem druzyn. Przygotowujac harmonogram turnieju, organizator wprowadzit nowy warunek: zadna
druzyna nie moze zagra¢ w dwéch meczach back-to-back. W ten sposéb zawodnicy unikaja gry na
zmeczeniu, a turniej staje sie bardziej sprawiedliwy.

Libor wymyslit algorytm generowania sekwencji dopasowan, ktére spetniaja ten wymédg. Jego pomyst
opiera sie na ponizszej tabeli:

tym 2 | Dy

tym 3 | D2 | Dy

tYm 4 | D3 | Dy | Dy

t}'Im 5 Dy D3 Do Dy

tym 6 | Ds | Da | D3 | D2 | Ds

t)'fm 7 Ds | Dy | D3 | Do | Dy

NOY DY Y 90
FEE&&&E
Rysunek 1: Tabela do generowania sprawiedliwego harmonogramu turniejéow

Kazda komérka w i-tym wierszu i j-tej kolumnie odpowiada meczowi pomiedzy druzyng (i+1) i druzyna
j. Pozadana sekwencja dopasowania bedzie zgodna z kolejnoscia, w jakiej Libor wybiera te komorki.
Dla przejrzystosci bedziemy oznacza¢ komérki zgodnie z druzynami zaangazowanymi w kazdy mecz,
takimi jak [1;2], [3;5] i tak dalej. Nastepnie zdefiniujemy najdtuzsza przekatna zaczynajaca sie w [1; 2]
i koficzaca sie w [6;7] jako Dy, krétsza przekatna zaczynajaca sie w [1; 3] i konczaca sie w [5; 7] jako
D5 i tak dalej.

Algorytm Libor dziata w nastepujacy sposéb: - Najpierw wybieramy komérke w pierwszej kolumnie i
ostatnim wierszu, czyli [1;7]; - Nastepnie przechodzimy przez wszystkie komérki przekatnej Dy, ktére
leza w parzystych kolumnach, od lewej do prawej; - Nastepnie przejdz przez pozostate komérki przekatne;j
D, ktére leza w kolumnach nieparzystych, ponownie od lewej do prawej; - Nastepnie przej$¢ przez
wszystkie komérki przekatnej Do od lewej do prawej; - Nastepnie zréb to samo dla przekatnej Ds,
potem Dy i tak dalej.

W przypadku turnieju z siedmioma druzynami daje to nastepujaca sekwencje meczéw:

(17, 23], 45, [6:7], [1;2], [34], [5:6],
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Zadanie 3. Korzystajac z algorytmu Libora, wypisz sekwencje meczéw dla turnieju z 9 druzynami i
sprawdz, czy zadna druzyna nie wystepuje w dwéch kolejnych meczach.

Rozwigzanie. Korzystajac z algorytmu, otrzymujemy nastepujaca sekwencje 36 meczéw. Oczywiste jest,
ze zadne dwa kolejne mecze nie maja wspdlnej druzyny - wszystkie numery druzyn w sasiednich parach
sg rézne.

(1;9], (23], [45], [6;7], [&9], [1;2], [3;4], [5:6], [7:8], [1;3], [2;4], [3;5],
[4;6], [5:7], [6;8], [7;9], [L;4], [2;5], [3;6], [47], [58], [6;9], [1;5], [2;6],
(3;7, 48], [5:9], [1:6], [2:7), [3:8], [49], [L;7, (28], [39, [1;8], [2;9]

Zadanie 4. Czy algorytm Libora dziata dla dowolnej liczby uczestniczacych zespotéw? Jesli nie, to
dla jakich wartosci n dziata? | czy mozesz skonstruowa¢ wymagana sekwencje dla tych przypadkéow?

Rozwigzanie. Niech n bedzie liczba uczestniczacych druzyn (z kontekstu problemu wynika, ze n > 1).
Z algorytmu Libora wyprowadzamy nastepujaca sekwencje komérek, podzielong na kilka kolejnych sekcji
w oparciu o ich pozycje w tabeli. Dla przekatnej Dy, musimy rozréznié¢ parzyste i nieparzyste n:

[1;n], (1. komérka)

(2;3],[4;5],...,[n — 1;n], (1. czed¢ przekatnej Dy, nieparzyste n)
[1;2],[3;4],...,[n —2;n — 1], (2. czed¢ przekatnej Dy, nieparzyste n)
(2;3],[4;5],...,[n —2;n — 1], (1. cze$¢ przekatnej Dy, parzyste n)
[1;2],[3;4],...,[n — 1;n], (2. czes¢ przekatnej Dy, parzyste n)
[1;3],[2;4],...,[n — 2;n], (przekatna Do)

1;4],[2;5],...,[n — 3;n], (przekatna D3)
[L;i+1],[2;642],...,[n— 0], (przekatna D;, gdziei <n —2)

142,25+ 3],...,[n— (i +1);n], (przekatna D;41)

[1;n—1],[2;n)]. (przekatna D,,_3)

Dwie kolejne komoérki nalezace do tej samej sekcji nie moga zawieraé tej samej liczby. W obu czeSciach
przekatnej D; dowolne dwie kolejne komérki mozna zapisa¢ w postaci [j, j+1] i [j+2, j+3], a w dowolne;
przekatnej D; dla i > 1 dowolne dwie kolejne komérki maja postac [, j+i] i [j+1,j+i+1]. Wystarczy
zatem sprawdzié, w jakich warunkach ostatnia komérka jednej sekcji moze dzieli¢ liczbe z pierwsza
komérka kolejnej sekcji. Te szczegdlne przypadki musza by¢ nastepnie rozpatrywane indywidualnie.

1. komoérka - 1. cze$¢ przekatnej D;. Komoérka [2;3] nastepuje bezposrednio po [1;n] niezaleznie
od tego, czy n jest parzyste czy nieparzyste. Wymagany warunek, aby wszystkie cztery liczby (z dwéch
kolejnych komérek) byty rézne, nie jest zatem spetniony dlan =2 in = 3.
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1. cze$¢ - 2. cze$¢ przekatnej D;. Dla nieparzystych n, komérka [1;2] nastepuje po [n — 1;n], co
ponownie prowadzi do wspomnianych juz przypadkéw n = 2 i n = 3. Dla parzystych n, przejScie
nastepuje z [n — 2;n — 1] do [1;2], co réwniez nie spetnia warunku, gdy n = 4.

Druga cze$¢ przekatnej Dy — Ds. Dla nieparzystych n przejscie nastepuje z [n — 2;n — 1] do [1;3].
Warunek roztacznosci wszystkich sktadowych jest naruszony dla n € {2;3;4;5}. JeSli n jest parzyste,
przejécie nastepuje z [n — 1;n] do [1;3]. Wszystkie niewykluczone do tej pory wartosci n spetniaja
wymagany warunek.

Przekatna D; — przekatna D, ;. Komérka [1;4 + 2] nastepuje po komérce [n — i;n]. Daje to cztery
mozliwe réwnosci, w ktérych wymagany warunek odrebnosci wszystkich sktadnikdéw jest naruszony:

n—i1=1, n—t=1+2, n=1, n=1+2.

Trzecia réwnos¢ jest oczywiscie niemozliwa. Pierwsza réowno$¢ implikowataby ¢ = n — 1, ale i moze
przyjaé co najwyzej wartos¢ n — 2. Jedli zachodzi czwarta réwno$é, to ¢ = n — 2; jednak przekatna
D,,_5 jest ostatnig sekcja, a sekwencja koniczy sie na niej - nie ma nastepnej przekatnej. Wreszcie, druga
réwnos¢ mozna przepisac jako i = ”T’2 Jesdli n jest nieparzyste, to réwnos¢ ta nie moze zachodzié. Ale
dla kazdego parzystego n istnieje unikalna wartos¢ ¢, ktéra ja spetnia. Dlatego algorytm zawodzi dla
kazdej parzystej wartosci n; na przyktad dla n = 14, mamy 7 = 6, ostatnim elementem przekatnej Dg
jest [8;14], a pierwszym elementem przekatnej D~ jest [1;8].

Podsumowujac, algorytm Libora dziata bez zadnych probleméw dla nieparzystych wartosci n, z wyjatkiem
n = 3 i n = 5. Trywialnie dziata on réwniez dla n = 2, poniewaz dwie druzyny rozgrywaja tylko jeden
mecz. Dla pozostatych wartosci - parzystych n oraz przypadkéw n = 3 i n = 5 - musimy teraz sprobowacd
skonstruowa¢ wymagane sekwencje w inny sposéb. Zauwazmy najpierw, ze dla n = 3 i n = 4 jest to
niemozliwe:

= Dla n = 3, musimy uporzadkowa¢ trzy dopasowania [1;2], [1;3], [2; 3], ale kazde takie uporzad-
kowanie narusza warunek.

= Dla n = 4, mozemy, bez utraty ogdlnosci, wybraé pierwsze dopasowanie jako [1;2]. Kolejnym
dopasowaniem musi by¢ [3;4], a nastepnie ponownie [1;2], co jest niedozwolone.

Dla wszystkich innych wartosci n jesteSmy w stanie skonstruowaé sekwencje o pozadanych wtasciwo-
Sciach. Poniewaz istnieje wiele takich sekwencji (i wiele algorytméw do ich generowania), podajmy przy-
najmniej kilka przyktadéw uzyskanych poprzez modyfikacje oryginalnego algorytmu Libor. Dla n = 5,
modyfikujemy algorytm w nastepujacy sposéb:

= Najpierw wybierz komérke w pierwszej kolumnie i ostatnim wierszu, czyli [1;5];

= Nastepnie przejdz przez wszystkie komérki przekatnej D; w parzystych kolumnach od lewej do
prawej;

= Nastepnie przejdz przez pozostate komorki przekatnej D w nieparzystych kolumnach od lewej do
prawej;

= Nastepnie przejdz przez wszystkie komérki przekatnej D3 od prawej do lewej;

= Na koniec przejdz przez wszystkie komérki przekatnej Dy od prawej do lewej. Wynikowa sekwencja
to:
(5], [2:3], [45], (2], [34], (%5, [1:4], [%5], [24], [L3].

Dla parzystych n innych niz 2 i 4 obliczamy liczbe k = %72 (Liczba ta byta zrédtem probleméw

w powyzszej dyskusji przypadkéw ogdlnych). Nastepnie stosujemy algorytm Libora z jedng kluczowa
modyfikacjg: zamieniamy kolejno$¢ przekatnych Dy1 i Dyyo przy wyborze ich komérek. Poniewaz
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reszta algorytmu pozostaje niezmieniona, wystarczy sprawdzi¢ tylko przejScia miedzy tymi konkretnymi
przekatnymi.

Przekatna Dj, — przekatna Dy 5. Po komérce [n — k;n] nastepuje komérka [1; k + 3]. Podstawiajac
za k, upraszczajac i sprawdzajac mozliwe powtdrzenia otrzymujemy nastepujace cztery réwnosci:
n+2 n+2 n+4 n—+4

5 b 2 T h T

Druga i trzecia réwno$¢ nie moga by¢ spetnione. Pierwsza (i réwnowaznie czwarta) jest spetniona tylko
wtedy, gdy n =0 (lub n = 4), co jest nieprawidtowe w naszym kontekscie.

Przekatna Dy o — przekatna Dy, 1. Po komérce [n—(k+2); n] nastepuje komérka [1; k+2]. Ponownie
wyprowadzamy cztery réwnosci, ktére naruszatyby warunek, gdyby byt prawdziwy:
n—2 n—2 n+2 n+2

2 7 T2 2 T h Ty

Zadna z tych réwnoéci nie moze zachodzi¢, poniewaz n nie moze by¢ réwne 4, 1 lub 2.

Przekatna Dy, — przekatna Dy 3. Po komoérce [n — (k + 1);n| nastepuje komérka [1; &k + 4]. Tak
jak poprzednio, otrzymujemy nastepujace cztery réwnosci:
n+6 n+6

n
Y 2 2 ) n ) n 2

2.1
2
Pierwsze trzy réwnosci sg juz wykluczone na podstawie wczedniejszych argumentéw. Czwarta réwnosé
zachodzi, gdy n = 6; jednak dla tej wartosci przekatna Dy 3 nie istnieje, poniewaz k+3 = 62;2 +3=5.
(Przypomnijmy, ze dla n = 6 zdefiniowane s3 tylko przekatne od Dy do Dy.) Zatem dla n = 6 algorytm
konczy sie po wybraniu elementéw przekatnej Dy41 = Ds.

Zmodyfikowany algorytm z powodzeniem konstruuje zatem cigg o pozadanych wtasnosciach dla wszyst-
kich parzystych warto$ci n z wyjatkiem n = 2 i n = 4. Jedynymi liczbami naturalnymi n > 1, dla
ktérych taki ciag nie istnieje, sa n =3 in =4.
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