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Round robin
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Predstavte si, ze poradate skolni turnaj ve stolnim tenise, Sachu, e-sportu nebo tfeba futsale. Chcete,
aby byl co nejspravedlivéjsi — aby kazdy hra¢ mél moznost utkat se se vSemi ostatnimi. Pravé k tomu
slouzi systém kazdy s kazdym, znamy také jako round robin.

Jeho hlavni vyhodou je férovost: vysledné poradi zavisi jen na vykonech hracd nebo tymi, ne na na-
hodném losu soupefti. Na druhou stranu, pocet zapasi rychle roste s poCtem Gcastnikli — naplanovat
takovy turnaj mize byt docela vyzva. A pravé zde prichazi ke slovu kombinatorika — matematika pocitan{
moznosti.

Futsalovy turnaj

Uloha 1. Na turnaj ve futsalu se ptihlasilo 9 tymii. Je vedeny systémem round robin, tzn. kazdy tym
hraje s kazdym jeden zapas. Tym za kazdou vyhru v zapase dostava 2 body, za remizu 1 bod a za
prohru 0 bodd. O celkovém umisténi tymu rozhodne zavérecny soucet bodii za vSsechny zapasy
Kolik zapast je nutné na turnaji odehrat? Kolika zplsoby je mozné sestavit rozvrh turnaje, je-li
k dispozici jediné hristé, na kterém se zapasy postupné odehravaji?

Reseni. Celkovy pocet odehranych zapasti odpovida poltu viech neusporadanych dvojic vytvorenych
z deviti tymd. Jinymi slovy odpovida poctu vSech dvouclennych kombinaci bez opakovani vytvorenych
z deviti prvkl. Téch je celkem
9
= 36.

Pro urceni poctu zpiisobll sestaveni turnaje hleddme vlastné pocet vSech sefazeni 36 zapasi, proto je
vsech moznych rozvrhii turnaje celkem

36! = 371993 326 789 901 217 467 999 448 150 835 200 000 000 = 3,72 - 10**.

Poznamenejme, ze kdybychom shroméazdili srovnatelny pocet zrnek pisku, z nichz kazdé bude mit objem
tadové 10713 m3, celd hromada by méla objem v ¥adech 1022 m3, coz je priblizné desetinasobek objemu
Slunce. SpiSe nez o hromadu by se proto jednalo o relativné hmotné vesmirné téleso.

Uloha 2. UkaZte, e jestlize néktery tym v turnaji z predchozi tlohy ziskal celkem 13 bodii, pak nutné
patti mezi ¢tyfi nejlepsi tymy turnaje.

Reseni. Ulohu budeme ¥esit sporem. P¥ipustme, 7e by 5 tymi ziskalo 13 nebo vice bodii. Protoze jsou
v kazdém zapase mezi dva tymy rozdéleny 2 body, je v celém turnaji rozdéleno celkem 2-36 = 72 bodd.
Pfitom je mezi 5 tymd rozdéleno alespon 65 bodil, mezi zbyvajici Ctyfi tymy tak musi byt rozdéleno
nejvyse 7 zbylych bodd.

Ale tyto &ty¥i tymy navzajem mezi sebou odehraji celkem (3) = 6 z&pasii a musi si proto rozdglit celkem

12 bod(, dohromady by se tedy muselo rozdélit alespon 77 bodi, coz neni mozné, dostdvame tedy spor.

Tymi s 13 nebo vice body tak miize byt nejvySe Ctyfi.
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Férovejsi soutéz
Na dalsi rocnik futsalového turnaje z predchozich dloh se tentokrat prihlasilo 7 tym{. P¥i sestavovani

rozvrhu turnaje si vSak organizator dal novou podminku, Ze Zadny tym nesmi hrat ve dvou zapasech
tésné za sebou, aby hraci nemuseli hrat unaveni a turnaj byl férovéjsi.

Libor vymyslel algoritmus, jak pozadovanou posloupnost zapasi sestavit. Vychazi z nasledujici tabulky.

tym 2 | Dy

tym 3 | D2 | Dy

tSIm 4 | D3 | Dy | Dy

t}'Im 5 Dy D3 Do Dy

tym 6 | Ds | Da | D3 | D2 | Ds

t}'fm 7 Ds | Dy | D3 | Do | Dy

NOY Y Y B9 0O
FEEEEE
Obrazek 1: Tabulka pro tvorbu programu férového turnaje

Jeji kazdé pole v i-tém Fadku a j-tém sloupci odpovida zdpasu (i + 1)-tého a j-tého tymu. Hledan4
posloupnost zapasli bude odpovidat poradi poli, kterd Libor postupné vybird. Pro prehlednost budeme
tato pole znadit dle tymi, jejichz zapas reprezentuje, tj. [1; 2], [3; 5] atd. Dale oznadime nejdelsi diagonalu
zadinajici polem [1;2] a kond&ici polem [6;7] jako Dy, kratsi diagonalu zacinajici polem [1;3] a kondici
polem [5; 7] jako Dy apod.

Liborlv algoritmus vypada nasledovné: - jako prvni vybereme pole v prvnim sloupci a poslednim fadku,
tj. [1;7]; - déle vybirdme po Fadé pole diagonaly D; v sudych sloupcich zleva doprava; - déle vybirdme po
fadé zbyla pole diagonaly Dy v lichych sloupcich zleva doprava; - dale vybirame zleva doprava vsechna
pole diagonaly Ds; - dale vybirdme zleva doprava vSechna pole diagondly Ds, nasledné D, atd.

Pro turnaj o sedmi tymech tak dostaneme nasledujici poradi zapast

(7, (23], 45, [6;7], [1;2], [3;4], [5;6],
(1;3], [24], [3;5], [46], [57, [1;4], [2;5
[3;6], [47], [1;5], [26], [3;7], [1;6], [2;7]

Uloha 3. Vypiste uZitim Liborova algoritmu posloupnost zapasii pro turnaj, kterého se ti¢astni 9 tymii
a ovérte, ze v ni nedojde k vyskytu stejného tymu ve dvou po sobé jdoucich zapasech.

Reseni. Uzitim algoritmu dostavame nasledujici posloupnost 36 poli a je zfejmé, ze kazda dvé po sobé
jdouci pole maji vSechny slozky rizné.

(9, (23], 451, [6:7, 89, [1;2], [%4], [56], [7:8, [1;3], (%4, [35],
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Uloha 4. Plati Libortiv algoritmus obecné pro libovolny pocet prihlagenych tymi? Pokud ne, tak pro
které? A dokazete sestavit pro tyto ptipady pozadovanou posloupnost sami?

Reseni. Oznacme n pocet prihlasenych tymi (z kontextu dlohy je pfitom zfejmé, e n > 1). Z Liborova
algoritmu odvodime nasledujici posloupnost poli, kterou rozdélime do nékolika navazujicich sekci dle
jejich vyskytu v tabulce (u diagonély D; pfitom musime rozliit mezi paritou n):

[1; 7], (1. pole)

[2;3],[4;5],...,[n — 1;n], (1. &ast diagondly Dy, liché n)
[1;2],[3;4],...,[n —2;n — 1], (2. &ast diagondly Dy, liché n)
12;3],[4;5],...,[n—2;n — 1], (1. &ast diagonaly Dy, sudé n)
[1;2],[3;4],...,[n — 1;n], (2. &ast diagondly Dy, sudé n)
[1;3],12;4],...,[n — 2;n], (diagonala D5)
[1;4],[2;5],...,[n — 3;n], (diagonéla Ds)

L4+ 1],[2;4 4 2],...,[n — i;n], (diagonéla D;, kde i <n —2)
[1;¢+2],[2;¢+3],...,[n— (i 4+ 1);n], (diagonala D;41)

[1;n —1],[2;n]. (diagonéla D,,_»)

Dvé po sobé jdouci pole, které patfi do stejné sekce, stejné Cislo obsahovat nemohou. V obou Castech
diagonély D; miizeme totiz libovoln4 dvé po sobé jdouci pole zapsat ve tvaru [j,5 + 1] a [j + 2,7 + 3]
a v libovolné diagondle D; pro ¢ > 1 maji zase libovolnd dvé po sobé jdouci pole tvar [j,j + 4] a
[7+1, j+i+1]. Stadi proto ovéfit, za jakych podminek mize posledni ¢len jedné sekce obsahovat stejné
¢islo jako prvni Clen nasledujici sekce. Tyto specialni pfipady pak posoudime zvlast.

1. pole — 1. &ast diagonaly D;. Pole [2;3] navazuje nezavisle na parité n na pole [1;n]. Pozadovana
podminka rdznosti vSech Ctyf slozek tak neni splnéna pron =2 an = 3.

1. &ast — 2. &ast diagonaly D;. Pro lichd n navazuje pole [1;2] na pole [n — 1;n], odkud dostavdme
jiz Yecené pfipady n = 2 a~n = 3. Pro suda n na sebe navazuji pole [n — 2;n — 1] a [1; 2], zde musime
navic vyjmout pripad n = 4.

2. &ast diagonaly D; — diagonala Ds. Pro lichd n na sebe navazuji pole [n — 2;n — 1] a [1;3].
Podminka riiznosti slozek tak neni splnéna pro n € {2;3;4;5}. Jestlize je n sudé, navazuje na sebe pole
[n — 1;n] a pole [1;3]. VSechna dosud nevyjmuta &isla n zkoumané podmince vyhovuji.

Diagonala D, — diagonala D, . Pole [1;i+ 2] navazuje na pole [n—i;n|. Dostdvdme tak ¢tyfi mozné
rovnosti, za kterych nebude dana podminka splnéna:

n—i=1, n—i=1+2, n=1, n=1+ 2.

Tteti z rovnosti jisté platit nemize. Prvni rovnost by znamenala, Ze i = n — 1, ale ¢ mize nabyvat
nejvySe hodnoty n — 2. Pokud by platila ¢tvrta rovnost, ¢ nabyva hodnoty pravé n — 2; diagonala D,, 5
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je vsak posledni sekci, kterou je posloupnost ukoncena, jelikoz Zadna dalsi diagonala nenavazuje. Kone¢né
druhou rovnost lze prepsat do tvaru ¢ = ";2. Pokud je n liché, nemize platit; pro libovolné sudé n
vSak existuje dokonce jednoznaéné i takové, ze platit bude. Algoritmus proto selze pro libovolné sudé

n; naptr. pro n = 14 je i = 6, posledni ¢len diagondly Dg je [8;14] a prvni ¢len diagonély D7 je [1;8].

Libordv algoritmus tak bez vyhrad funguje pro lichad n s vyjimkou 3 a 5. Dodejme vsak, Ze zfejmé trivialné
funguje také pro n = 2 (dva tymy odehraji jediny zépas celého turnaje). Pro zbyld sudd n, n = 3 a
n = 5 bychom se nyni méli pokusit najit pozadované posloupnosti jinak. Konstatujme vsak nejdriv, ze
pron =3 an =4 je to nemozné, protoze

= pro n = 3 musime sefadit tfi pole [1;2], [1;3], [2;3], ale kazdé takové sefazeni nespliiuje zadanou
podminku;

= pro n = 4 zvolime bez (jmy na obecnosti prvni pole [1;2], nasledovat nutné musi pole [3;4] a
dale pak opét [1;2], coZ neni moZné.

Pro ostatni n jiz najit posloupnosti pozadovanych vlastnosti umime. Protoze je jich (a algoritmi, kterymi
je mizeme nalézt) vice, udejme alespon nékteré priklady, které dostaneme Gpravou pilivodniho Liborova
algoritmu. Pro n = 5 jej modifikujeme nasledovné:

= jako prvni vybereme pole v prvnim sloupci a poslednim fadku, tj. [1;5];

= dale vybirdme po fadé pole diagonaly D; v sudych sloupcich zleva doprava;

= dale vybirdme po fadé zbyla pole diagonaly D v lichych sloupcich zleva doprava;
= dale vybirame zprava doleva vSechna pole diagonaly Ds;

= dale vybirdme zprava doleva vSechna pole diagonaly D.

Vysledna posloupnost je tvaru

(1;5], (23], [45], [1;2], [3;4], [2:5], [L;4], [3;5], [2:4], [1,3].

Pro suda n rizna od 2 a 4 spocitdme Cislo k = % (Pravé toto Cislo totiz bylo v diskuzi obecného
pfipadu “problematické”.) Nésledovné aplikujeme Libordv algoritmus s tim rozdilem, Ze p¥i vybéru poli
zaménime poradi diagonal Dyy1 a Diy2. S ohledem na to, ze je zbytek algoritmu stejny, zkontrolujme
pouze rozdilnd napojeni dotéenych sekci.

Diagonala Dj, — diagonala Dy, 2. Na pole [n — k; n| navazuje pole [1; k4 3]. Dosazenim za k, tpravou
a porovnanim moznych shodnych sloZzek dostdvame Ctyfi rovnosti
n—+ 2 n+2 n+4 n+4
=1, = , n=1, n = .
2 2 2 2
Druha a tfeti z rovnosti platit nemaze a prvni (resp. ¢tvrtd) rovnost je splnéna pravé tehdy, kdyz n =0
(resp. n = 4), coZ také neplati.

Diagonala Dy > — diagonala Dy 1. Na pole [n — (k + 2);n] navazuje pole [1;k + 2]. Dosazenim a
Gpravou odvodime opét Ctyfi rovnosti, jejichz platnost by porusila zadanou podminku:
n—2 1 n—2 n+2 1 n—+ 2
— = n = n = .
2 ’ 2 2’ ’ 2

Z4dna z uvedenych rovnosti véak platit nemiiZe, protoZe n nemiize byt 4, 1 ani 2.

Diagonala Dy, — diagonala Dy 5. Na pole [n — (k + 1); n] navazuje pole [1; k + 4]. Obdobné jako
v predchozich dvou pFipadech mizeme odvodit Ctvefici rovnosti

n n n+6 n+6
— =1, - = , n=1, n= .
2 2 2 2
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Prvni t¥i z uvedenych rovnosti platit nemohou jiz z d¥ive uvedenych divodd. Ctvrtd rovnost plati pro
n = 6; pro toto Cislo viak neexistuje diagonala Dy 3, nebot k + 3 = % + 3 = 5. (Pfipomefime, Ze
pro n = 6 jsou definovany pouze diagondly D1—Dj.) Algoritmus pro n = 6 tak kon&i vybérem £lenti
diagonaly Dy11 = Ds.

Upraveny algoritmus tak pro sudd n riiznd od 2 a 4 sestroji pozadovanou posloupnost poli. Jedina
prirozena n > 1, pro kterd zadna posloupnost zadanych vlastnosti neexistuje, jsou proto 3 a 4.

Department of Applied Mathematics (VSB-Technical University of Ostrava) * the European Union
and other institutions in Czechia, Poland, Slovakia, and Spain. * P

5 The portal Math4U is developed within the international projects of the Funded by




