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Instructions for translators

1. Open this file on GitHub server. If you see https://um.mendelu.cz/. .. in URL, click View on
GitHub to open this file on github.com.

2. If you see this file on GitHub server, you can edit the content of the file. Open the file in an editor.
You can use simple editor (pres e on GitHub). However, an advanced VS Code editor (press . on
GitHub) is better, since it provides preview how the Markdown code renders. Alternatively press
pencil for simple editor or press triangle next to the pencil to get access to VS Code described as
github.dev.

3. Fix the keywords in the preamble.

4. Depending on which language version you want to use as a source for your translation, delete
either English or Czech version below.

5. Translate to your language. Keep Markdown marking and math notation. If you use a tool to get
first version of the translation, make sure that the markup is preserved.

6. In VS Code you can open the preview in another window by pressing Ctrl+V and X. Keep the
preview open as you work, or close using a mouse.

7. Instead of saving, you have to commit and push the changes to the repository. Fill the Message
under Source control (describe your changes, such as “Polish translation started”) and then
press Commit&Push.

8. Make sure that your changes appear in the commit history. In rare cases (if you work with si-
multaneously with someone else) you have to download /Pull/ and merge his and yours changes.
Usualy Sync (Pull & Push) should work.

9. When you finish the translation, change is_finished: False in headerto is_finished: True.

Instrukce pro prekladatele

1. Otevrete tento soubor na serveru GitHub. Pokud mate soubor otevfen na https://um.mendelu.cz/. . .,
otevrete jej na serveru github.com.

2. Pokud tento soubor vidite na serveru GitHub, mizete obsah souboru upravit. Otevfete soubor
v editoru. Miizete pouzit jednoduchy editor (stisknéte e na GitHubu). Lepsi je vSak pokroéily editor
VS Code (stiknéte . na GitHubu), protoZe poskytuje nahled, jak se kéd Markdown interpretuje.
Ptipadné stisknéte tuzku pro jednoduchy editor nebo stisknéte trojuhelnicek vedle tuzky, abyste
ziskali pFistup k editoru VS Code popsany jako github.dev.

3. Opravte kli¢ova slova v preambuli.

4. V zavislosti na tom, kterou jazykovou verzi chcete pouzit jako zdrojovy kéd pro sviij prekladu,
odstrante nize uvedenou anglickou nebo Ceskou verzi.

5. Prelozte do svého jazyka. Ponechte znaleni Markdown a matematicky zapis. Pokud pouzijete
nastroj typu DeepL pro ziskani prvni verze prekladu, ujistéte se, ze zapis matematickych vyrazi
byl zachovan.

6. Ve VS Code mizete nahled otevfit v jiném okné stisknutim Ctrl+V. a K. Béhem prace nechte
nahled otevieny nebo jej zavrete pomoci mysi.

7. Misto ulozeni musite zmény zaregistrovat a odeslat do Ulozisté. Vyplinte zpravu v poli Zprava
(popiste své zmény, napf. “Zahdajen preklad do polstiny”) a poté stisknéte tlalitko Commit&Push.
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8. Ujistéte se, ze se vaSe zmény objevi v historii revizi. Ve vyjimecnych pfipadech (pokud pracu-
jete soucasné s nékym jinym) musite stdhnout /Pull/ a sloudit jeho a vaSe zmény. Obvykle by
synchronizace (Pull & Push) méla fungovat.

9. Po dokonceni prekladu zménte is_finished: False v zdhlavi na is_finished: True.
Czech source

Linearni regrese

Keywords: combinatorics, probability and statistics, vectors, dot product, linear regression, machine
learning, data processing

V praxi se Casto setkdvdme s tim, ze hodnotami jedné veli¢iny jsou dany hodnoty druhé veliiny a ze
sady namérenych nebo statisticky ziskanych dat urcujeme matematicky model udavajici funkéni zavislost
mezi obéma veli¢inami. Jako pfiklad miizeme uvazovat data udavajici vySku a hmotnost americkych zen
ve véku mezi 30 a 39 lety (zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression,
12.4.2024, pro struénost je pouZita jenom polovina dat).

vyka/m 147 152 157 163 168 1,73 1,78 1,83
hmotnost/kg 52,21 54,48 57,20 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Data jsou vykreslena na obrazku vlevo. Z obrazku je patrné, Ze s rostouci vyskou roste i hmotnost.
V takovém pripadé je mozné najit matematicky model, ktery udava hmotnost jako funkci vysky. Takovy
matematicky model je znazornén barevné na obrazku vpravo. Jednad se o model, ktery umozni pro
zadanou vysku zeny predpovédét jeji hmotnost.
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Obr. 1: Vlevo jsou vykreslena data jak zavisi hmotnost americkych Zen (woman mass) na jejich vysce
(woman height). Vpravo jsou data doplnéna regresni pfimkou reprezentujici matematicky model funkéni
zavislosti mezi vyskou a hmotnosti.

Popsana tloha se nazyva linearni regrese.

Linearni regrese je jednou ze zakladnich metod strojového uceni, kdy v datech odhalime jistou funkéni
zavislost. Tuto poté mizeme pouzit k tomu, abychom davali predikce funkénich hodnot pro data, kterad
se v zadaném souboru nevyskytuji.

V nasledujicim si ukazeme, jak linearni regrese souvisi s linedrni kombinaci vektortl, a jak je mozné
regresni primku najit pomoci operaci s vektory. Budeme postupovat po malych krocich:

= Nejprve si pripomeneme, jak se fesi Glohy na zapis vektoru jako linedrni kombinace zadanych
vektor(.

= Poté se podivame, jak je mozné predchozi Glohu usnadnit, pokud je néktery z vektorl kolmy
k ostatnim.

= Ukazeme, jak je mozné najit pfiblizné feseni dlohy v pfipadé, ze presné FeSeni neexistuje.

= Na zavér vyuzZijeme predchozich poznatkid k vyreSeni Glohy linedrni regrese, tj. ze zadanych dat
sestavime matematicky model odhalujici trend v téchto datech a umoznujici predikovat funkéni
hodnoty i pro hodnoty, které se v datovém souboru nevyskytuji.

Linearni kombinace vektoru

Uloha 1. Zapiste vektor & = <;> jako linedrni kombinaci vektord @ = (3) ab= G’)

Reseni. Zapsat vektor ¢ jako kombinaci vektorli @ a b znamen najit ¢isla ¢1 a to takova, ze

—

thd+tab=C.
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Po rozepsani do soutadnic vidime, Ze tato Gloha vede na soustavu rovnic

o 4+ 3ty =1,
2t1 +1t9 = 2.
Tato soustava mé jediné feSeni t; = 2 a o = —1.
1
Uloha 2. Napiste vektor @ = | 2 | jako linedrni kombinaci vektor(

1

2 3 3

i = 2|, u=(1], d3=|-1

1 2 —4

Reseni. Podobné jako v pfedchozi (iloze hledame ¢&isla t1, to a t3 takova, ze

—

t1Uq + totls + t3tis = W. (1)
Po dosazeni a rozepsani do soufadnic dostavame soustavu tfi rovnic o tfech neznadmych

2ty + 3ty + 3t3 =1,
oy +ty — b3 =2, (2)
t1 4 2ty — 4tz = 1.

Reseni takové soustavy je jiz pomérné nepfijemné. Pomoci séitaci nebo dosazovaci metody bychom mohli
ale zjistit, ze
14 7 3

f = — lg= —— fg=——.
TR 26’ 2

Linearni kombinace s vyuzitim skalarniho soucinu

Pokud je alespon jeden ze zadanych vektorl kolmy ke zbylym vektoriim, mizeme Sikovnym trikem ziskat
jednodussi soustavu rovnic.

Vratme se k predchozi Gloze. MiZeme si vS§imnout, Ze vektor w3 je kolmy k vektoriim w; a @y. Tim padem
je i kolmy k roviné definované témito vektory. Tuto skutecnost snadno ukazeme vypocCtem skalarnich
soucindi

i i3 =2-3+2-(=1)+1-(-4)=0

U -3 =3-34+1-(=1)+2-(—4)=0.
Diky této vlastnosti se vyplati rovnici (1) vynasobit skalarné po fadé vektory @, aZ 5. Tim dostdvame
nasledujici tfi rovnice.

t1 (U - Ur) + to(te - 1) +t3(ts - th) =W - Uy
tl(ﬂ1 . ) +t2(U,2 ﬁg) +t3(—‘3 ’112) =- U
t1(ty - Us) + to(ts - Us) + t3(Us - Us) = W - Us

Vypocétem skalarnich soudinli dostdvdme soustavu, kterd je nepomérné jednodussi nez soustava (2).

9t1 + 10t =7
10ty + 14t =7
26t3 = —3
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Z posledni rovnice vidime pfimo jednu z nezndmych a dvé prvni rovnice tvofi soustavu dvou rovnic
o dvou nezndmych t1 a ts.

Linearni kombinace a nekonzistentni soustavy rovnic

Ptripomenme, Ze za nekonzistentni oznacujeme takové soustavy linearnich rovnic, které nemaji feseni.

Nasi tlohu o nalezeni vyjadreni vektoru jako linedrni kombinace danych vektord modifikujeme. Jeden
z vektort, se kterymi pracujeme, vynechdme. Tim se stane lloha v klasickém smyslu nefesitelnou.

1
Uloha 3. Napiste vektor @ = [ 2 | jako linearni kombinaci vektorii
1
2 3
ﬁl = |2 ) _)2 = |1
1 2

Reseni. Musime najit Cisla tq, to takova, ze plati
tlﬂl + tQ’JQ = .

Rozepsanim v soutadnicich dostaneme soustavu

21 4 3ty =1,
21+t = 2,
t + 2ty = 1.

Je snadné se presvéddit, Ze tato soustava je nekonzistentni a neméa YesSeni. Opravdu, soustavu slozenou

z prvnich dvou rovnic jsme vyfeili v dvodu (1 = 2 a t; = —1) a posledni rovnice je s touto volbou ve
5 1

sporu (3 +2-(—35) #1).

ResSeni nekonzistentni soustavy rovnic

Pojdme nyni rozumnym zpiisobem zobecnit pojem FeSeni. Nebudeme hledat hodnoty nezndmych, pro
které jsou si levé a pravé strany rovny. Namisto toho budeme hledat alespon takové hodnoty neznamych,
pro které se levé a pravé strany co nejméné lisi.

Resenim nekonzistentni soustavy rovnic budeme rozumét takovou volbu hodnot neznamych, pro kterou
Jje délka vektoru vyjadrujiciho rozdil levych a pravych stran soustavy minimalni.

Na obrazku si vysvétlime, co dané soustava vyjadiuje a jak je moZné si predstavit jeji FeSeni ve vyse
uvedeném oslabeném smyslu.
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Obr. 2: Vektory u; a s definuji rovinu, v niz nelezi vektor . Proto vektor @ neni mozné zapsat jako
linedrni kombinaci vektorli u; a us. Je vSak mozné jako linedrni kombinaci zadanych vektor(i zapsat
kolmy priimét w, vektoru w do uvazované roviny. Vektor w je ze vSech vektor(, které je mozno zapsat
jako linearni kombinaci vektor(i u; a s, nejblize vektoru . Kvantitativni kriterium pro tuto vlastnost
je délka vektoru &. Skutenost, ze ze vSech vektorl roviny je k vektoru w nejblize vektor wy plyne
z kolmosti vektoru £ k roviné urcené vektory w7 a us.

Snazime se pomoci linedrni kombinace vektorl iy a s vyjadrfit vektor ), ktery ale nelezi v roviné
definované témito vektory. Takova dloha nema feSeni. Budeme se proto snazit najit alespon takovou
linedrni kombinaci, kterd se od vektoru w lisi co nejméné.

Tato kombinace je dana vektorem Wy, pfi¢emz rozdil mezi W a Wy je zndzornén vektorem €. Snazime se
o to, aby délka vektoru & byla co nejmensi.

Z nazorného pohledu a geometrickych vlastnosti je snadné nahlédnout, Ze toto nastane v pripadé,
kdy je vektor & kolmy k roviné urcené vektory u; a . Tim se dostdvame do stejné situace, jako
pri alternativnim FeSeni tfeti dlohy. Tam jsme také vidéli trik, jak najit koeficienty u vektord w7 a s
bez feSeni pIné soustavy rovnic: vynasobili jsme soustavu skaldrné vektory u; a us. Dokonce k tomuto
vypoctu ani nemusime znat vektor £

Protoze délka vektoru £ se vyjadfuje pomoci druhych mocnin soufadnic tohoto vektoru, ma metoda
nazev metoda nejmensich Ctvercii.

Cely postup si ukdzeme na nasledujicim pfikladé.

Linearni regrese

Uvazujme data z néasledujici tabulky.

Hleddme pfimku y = ax + b, kterd co nejlépe vystihuje trend v tomto souboru a byla by vhodnym
matematickym modelem pro tato data. Dosazenim kaZzdého ze t¥i bod( do rovnice pfimky dostavame
soustavu t¥i rovnic o dvou neznamych.

2a+b=1
3a+b=5
da+b="7

To je dloha s nekonzistentni soustavou rovnic (tzv. preuréenou soustavou), kterd nema feseni v klasickém
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slova smyslu. Vektorovy tvar této soustavy je nasledujici.

2 1 1
al3)+0611]) =15
4 1 7
2 1
Po vynasobeni po fadé vektory | 3| a [ 1 | dostdvame soustavu dvou rovnic.
4 1
29a 4+ 9b =45
9a 4+ 3b =13
Reseni této soustavy jea =3 a b = —%4. Regresnim modelem pro zadana data je tedy pfimka
14
=3r— —.
Y € 3

Graf obsahujici uvedena data a regresni pfimku je na obrazku.

15 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5

Obr. 3: T¥i body nelezici je jedné pfimce a pfimka, kterd je regresnim modelem pro zadanou trojici
bodi.

Regrese pro vétsi datové soubory

Postup uvedeny v predchozim textu pro tfi body je mozné zobecnit na libovolny pocet bodi. Nenf
neobvyklé pracovat s datovym souborem obsahujicim stovky bodd.

Je-li vektor X vektorem obsahujicim hodnoty nezavislé proménné! a Y vektor obsahujici hodnoty zavislé
proménné, budeme uvazovat model?
Y =aX +0.

LPouzijeme zapis bézné uzivany p¥i zpracovani dat, kdy datové soubory (vektory) oznacujeme velkymi pismeny a vektor,
ktery ma vSechny komponenty rovny stejnému &islu zapisujeme jako dané Cislo se Sipkou pro oznaceni vektoru.

2P¥{sné vzato tato operace nema matematicky smysl, protoze s¢itame vektor s redlnym &islem. Tuto operaci je nutno
interpretovat po slozkach, kdy toto s¢itani znamena, Ze se redlné &islo zméni na vektor pfislusné dimenze tak, aby operace
byla definovana. Toto pfizplisobeni se nayvame broadcasting. Ve vysledku ke kazdé komponenté vektoru aX pri¢itame

hodnotu b.
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Koeficienty a a b uréime tak, ze tuto rovnici pfepiS$eme na vektorovou rovnici
Y =aX + bl,
kde T je vektor sestaveny z jednicek. Tuto rovnici vyndsobime skalarné vektorem X a vektorem 1.
Dostavame tak soustavu .

+0(X-)=X-Y
. (3)
1.y

Pro vice nez tfi body takto pracujeme s vektory vétsi dimenze nez tfi. V disledku toho prichazime
o nazornou geometrickou predstavu. Az na tuto skutecnost se vSak na praci nic neméni. Skalarni soucin
dvou vektor( se stale pocita tak, ze se vynasobi odpovidajici komponenty a tyto souciny se poté seCtou.

Uloha 4. Naleznéte vhodny linedrni model pro tabulku dat z Gvodniho textu.

Reseni. P¥ipomenme si uvedena data:

vygka/m 1,47 152 157 1,63 1,68 1,73 1,78 183
hmotnost kg 52,21 54,48 57,20 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Po dosazeni dat do pottebnych skalarnich soucinti dostaneme:

X X =147 +1522+ 157 +--- + 1,832 = 21,9257

X Y =147-5221 + 1,52 54,48 + 1,57 - 57,20 + - - - + 1,83 - 74,46 = 828,4568
T-X=147+152+157+---+1,83=1321

1Y =5221 + 54,48 + 57,20 + - - - + 74,46 = 497,59

I T=14+1+4+14---+1=8

Po dosazeni hodnot do (3) dostdvame soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych

21,9257a + 13,21b = 828,4568,
13,21a + 8b = 497,59,

kterd ma jediné Yedeni. Timto feSenim? je a = 60,44 a b = —37,61. Modelem, ktery udava zavislost
hmotnosti Zen y na jejich vysce z, je vztah

y = 60,442 — 37,61.

Obrazek 4 ukazuje pouzitd data, regresni zavislost a predikci pro hmotnost Zeny o vysce 1,72 metru.

3Pozor, dloha je pomérné citlivd na zaokrouhlovani.
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Obr. 4: Data pouzita v dloze, linedrni regrese a predikce pro vysku 1,72 metru.

Uloha 5. Najdéte regresni pfimku pro zadana data.

z 1,0 20 30 40
y 23 25 31 33

Zavérecné poznamky

= Ve statistice je uvedend metoda jednou ze zdkladnich metod pfi predikci, zda jedna velicina ma
vliv na hodnoty druhé veliciny. Proto jsou k dispozici metody, které hodnoti kvalitu aproximace a
také to, zda je pro dany soubor bodl uvaZovana aproximace vhodna ¢i nikoliv.

= Existuji také vicerozmérné verze metody nejmensich ¢tverci, kdy predikovanou hodnotu urcujeme
ne z jedné, ale z nékolika nezavislych veli¢in.

= Uloha najit ¥eeni nekonzistentni soustavy linedrnich rovnic se vyskytuje i p¥i rekonstrukci obrazu
v akustické tomografii. To umoznuje studovat slozeni geologickych vrstev nebo zdravotni stav dfeva
¢i stromu na zakladé informace o rychlosti, s jakou materidlem prochazi viny elastické deformace.
Jako dvod do problematiky miZze poslouzit série ¢lankl na blogu https://tomroelandts.com/.

= Je mozné sestavit pfimo vztahy pro vypocet koeficienti linearni regrese ze zadanych dat a vynechat
tak vypocet skalarnich soucinil a YeSeni soustavy rovnic. Viz napfiklad https://en.wikipedia.
org/wiki/Simple_linear_regression\#Expanded_formulas.
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English source

Not available on July 10. If you want to start from English translation, wait until it appears on https:
//um.mendelu.cz/math4u/site/ anc copy the English text by hand.
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