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Linearni regrese

V praxi se Casto setkdvame s tim, Ze hodnotami jedné veli¢iny jsou dany hodnoty druhé veliCiny a ze
sady namérfenych nebo statisticky ziskanych dat urujeme matematicky model udavajici funkéni zavislost
mezi obéma veli¢inami. Jako pfiklad miizeme uvazovat data udavajici vySku a hmotnost americkych zen
ve véku mezi 30 a 39 lety (zdroj https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression,
12.4.2024, pro struénost je pouzita jenom polovina dat).

vyka/m 147 152 157 1,63 1,68 1,73 1,78 183
hmotnost kg 52,21 54,48 57,20 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Data jsou vykreslena na obrazku vlevo. Z obrazku je patrné, Ze s rostouci vyskou roste i hmotnost.
V takovém pFipadé je mozné najit matematicky model, ktery udadva hmotnost jako funkci vysky. Takovy
matematicky model je znazornén barevné na obrazku vpravo. Jednd se o model, ktery umozni pro
zadanou vysku zeny predpovédét jeji hmotnost.

Co-funded by the Erasmus+ Programme of the European Union.


https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression
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Obrazek 1: Vlevo jsou vykreslena data jak zavisi hmotnost americkych zen (woman mass) na jejich
vysce (woman height). Vpravo jsou data doplnéna regresni primkou reprezentujici matematicky model
funkéni zavislosti mezi vyskou a hmotnosti.

Popsana tloha se nazyva linearni regrese.

Linearni regrese je jednou ze zadkladnich metod strojového uceni, kdy v datech odhalime jistou funkéni
zavislost. Tuto poté mizeme pouzit k tomu, abychom davali predikce funkénich hodnot pro data, kterd
se v zadaném souboru nevyskytuji.

V nasledujicim si ukdZeme, jak linedrni regrese souvisi s linedrni kombinaci vektorid, a jak je mozné
regresni primku najit pomoci operaci s vektory. Budeme postupovat po malych krocich:

= Nejprve si pripomeneme, jak se fesi Glohy na zapis vektoru jako linedrni kombinace zadanych
vektord.

= Poté se podivame, jak je mozné predchozi dlohu usnadnit, pokud je néktery z vektord kolmy
k ostatnim.

= UkaZeme, jak je mozné najit priblizné feSeni tlohy v pfipadé, Ze pfesné feSeni neexistuje.

= Na zavér vyuzijeme predchozich poznatki k vyfeseni dlohy linearni regrese, tj. ze zadanych dat
sestavime matematicky model odhalujici trend v téchto datech a umoznujici predikovat funkéni
hodnoty i pro hodnoty, které se v datovém souboru nevyskytuji.

Linearni kombinace vektoru

Uloha 1. Zapiste vektor &= (;) jako linedrni kombinaci vektorti @ = <;> ab= (?)

Reseni. Zapsat vektor ¢ jako kombinaci vektorli @ a b znamen3 najit Cisla ¢1 a to takova, ze

1@+ tob = €.



Po rozepsani do soutadnic vidime, Ze tato Gloha vede na soustavu rovnic

21 43ty =1,
2t + 12 = 2.
Tato soustava mé jediné Fedeni t; = 2 a tp = —1.

1

Uloha 2. Napiste vektor @ = | 2 | jako linedrni kombinaci vektor(
1

2 3 3

ﬁl = 2 9 HQ = 1 9 H3 = =l

1 2 —4

Reseni. Podobné jako v predchozi tloze hledame &isla t1, to a t3 takova, e
t1ty + totio + tatis = W. (1)
Po dosazeni a rozepsani do soufadnic dostdvame soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych
2ty + 3ty + 3t3 =1,
2t + 12 —t3 =2, (2)
t + 2ty — 4t = 1.

Reseni takové soustavy je jiz pomé&rné nepfijemné. Pomoci séitaci nebo dosazovaci metody bychom mohli
ale zjistit, ze
14 7 3

f= = ty= —— fg=—
T L 26 2

Pokud je alespon jeden ze zadanych vektorl kolmy ke zbylym vektoriim, mizeme Sikovnym trikem ziskat
jednodussi soustavu rovnic.

Vratme se k pfedchozi loze. Mizeme si vS§imnout, Ze vektor w3 je kolmy k vektoriim @y a ts. Tim padem
je i kolmy k roviné definované témito vektory. Tuto skuteCnost snadno ukizeme vypocltem skalarnich
soucind

U U3 =2-3+2-(-1)+1-(-4)=0

Uy U3 =3-3+1-(—=1)+2-(—4)=0.
Diky této vlastnosti se vyplati rovnici (1) vynasobit skalarné po fadé vektory i@, az i5. Tim dostavame
nasledujici tfi rovnice.
ty(ty - ty) + to(ts - Uy) + ts(Us - 1)
ty (U - Ua) + to(Uy - Uz) + t3(U3 - Ua)
t1(ty - Us) + ta(ts - Uz) + ta(Us - Us) = W - Us

Vypoctem skalarnich soudini dostdvame soustavu, kterd je nepomérné jednodussi nez soustava (2).
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9t1 + 10t =7
10ty + 14t9 =7
26t3 = —3

Z posledni rovnice vidime pfimo jednu z nezndmych a dvé prvni rovnice tvofi soustavu dvou rovnic
o dvou nezndmych t1 a ts.



Linearni kombinace a nekonzistentni soustavy rovnic

Pfipomenme, Ze za nekonzistentni oznacujeme takové soustavy linedrnich rovnic, které nemaji feseni.

Nasi dlohu o nalezeni vyjadfeni vektoru jako linedrni kombinace danych vektori modifikujeme. Jeden
z vektort, se kterymi pracujeme, vynechame. Tim se stane tloha v klasickém smyslu nefesitelnou.

1
Uloha 3. Napiste vektor @ = | 2 | jako linedrni kombinaci vektorii
1
2 3
=2, u2=|1
1 2

Reseni. Musime najit Cisla tq, to takova, ze plati
t1Uy + totlls = W.

Rozepsanim v soutadnicich dostaneme soustavu

2t1 4+ 3ty =1,
2t1 +1t9 = 2,
t1 + 2t = 1.

Je snadné se presvéddit, ze tato soustava je nekonzistentni a nema Feseni. Opravdu, soustavu slozenou
z prvnich dvou rovnic jsme vyfesili v Gvodu (t1 = 5 a t; = —3) a posledni rovnice je s touto volbou ve

sporu (2 +2-(—3) #1).

ReSeni nekonzistentni soustavy rovnic

Pojdme nyni rozumnym zpiisobem zobecnit pojem feSeni. Nebudeme hledat hodnoty neznamych, pro
které jsou si levé a pravé strany rovny. Namisto toho budeme hledat alespon takové hodnoty nezndmych,
pro které se levé a pravé strany co nejméné lisi.

Resenim nekonzistentni soustavy rovnic budeme rozumét takovou volbu hodnot neznamych, pro kterou
Jje délka vektoru vyjadfujiciho rozdil levych a pravych stran soustavy minimalni.

Na obrazku si vysvétlime, co dana soustava vyjadfuje a jak je mozné si predstavit jeji FeSeni ve vysSe
uvedeném oslabeném smyslu.



Obrazek 2: Vektory w; a iy definuji rovinu, v niz nelezi vektor w. Proto vektor w neni mozné zapsat
jako linedrni kombinaci vektor( u; a us. Je vS8ak mozné jako linearni kombinaci zadanych vektori zapsat
kolmy priimét wy vektoru 1 do uvazované roviny. Vektor w, je ze vSech vektori, které je mozno zapsat
jako linearni kombinaci vektorl u a s, nejblize vektoru w. Kvantitativni kriterium pro tuto vlastnost

je délka vektoru &. Skutecnost, ze ze vSech vektorl roviny je k vektoru w nejblize vektor Wy plyne
z kolmosti vektoru € k roviné urcené vektory iy a .

Snazime se pomoci linedrni kombinace vektordl u; a us vyjadfit vektor w, ktery ale nelezi v roviné
definované témito vektory. Takovd Gloha nema feseni. Budeme se proto snazit najit alespon takovou
linedrni kombinaci, kterd se od vektoru w lisi co nejméné.

Tato kombinace je ddna vektorem w, pri¢emz rozdil mezi W a Wy je znazornén vektorem £. Snazime se
o to, aby délka vektoru & byla co nejmensi.

Z nazorného pohledu a geometrickych vlastnosti je snadné nahlédnout, Ze toto nastane v pripadé,
kdy je vektor £ kolmy k roviné urlené vektory u; a . Tim se dostdvame do stejné situace, jako
pri alternativnim feSeni tfeti Glohy. Tam jsme také vidéli trik, jak najit koeficienty u vektord u; a uo
bez feSeni pIné soustavy rovnic: vynasobili jsme soustavu skaldrné vektory u; a us. Dokonce k tomuto
vypoctu ani nemusime znat vektor €.

Protoze délka vektoru £ se vyjadfuje pomoci druhych mocnin soufadnic tohoto vektoru, md metoda
nazev metoda nejmensich Ctverc.

Cely postup si ukdzeme na nasledujicim prikladé.

Linearni regrese

Uvazujme data z néasledujici tabulky.

z 2 3 4
y 1 o5 7

Hledame pfimku y = ax + b, kterd co nejlépe vystihuje trend v tomto souboru a byla by vhodnym
matematickym modelem pro tato data. Dosazenim kazdého ze tfi bodd do rovnice pfimky dostavame
soustavu t¥i rovnic o dvou neznamych.

2a+b=1
3a+b=5
da+b="7

To je tiloha s nekonzistentni soustavou rovnic (tzv. pfeuréenou soustavou), kterd nem3 YeSeni v klasickém
slova smyslu. Vektorovy tvar této soustavy je nasledujici.

2 1 1
al3)+0b11) =15
4 1 7



2 1
Po vynasobeni po fadé vektory | 3| a [ 1 | dostdvame soustavu dvou rovnic.
4 1

29a + 9b = 45
9a + 3b =13

Reseni této soustavy jea =3 a b= —%4. Regresnim modelem pro zadana data je tedy ptimka

L 1
=3z - —.
Y 3

Graf obsahujici uvedena data a regresni pfimku je na obrazku.
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Obrazek 3: T¥i body nelezici je jedné primce a primka, ktera je regresnim modelem pro zadanou trojici
bodd.

Regrese pro vétsi datové soubory

Postup uvedeny v predchozim textu pro tfi body je mozné zobecnit na libovolny pocet bodl. Nenfi
neobvyklé pracovat s datovym souborem obsahujicim stovky bodd.

Je-li vektor X vektorem obsahujicim hodnoty nezavislé proménnéﬂ a'Y vektor obsahujici hodnoty zavislé
proménné, budeme uvazovat model
Y =aX+0b.

Koeficienty a a b uréime tak, Ze tuto rovnici prepiSeme na vektorovou rovnici
Y =aX + bf,

kde T je vektor sestaveny z jednicek. Tuto rovnici vynasobime skaldrné vektorem X a vektorem I.
Dostavame tak soustavu

aX - X)+bX -1)=X-Y 3)
ol - X)+b1-1)=1-Y

LPouzijeme zapis bézné uzivany p¥i zpracovani dat, kdy datové soubory (vektory) oznacujeme velkymi pismeny a vektor,
ktery ma vSechny komponenty rovny stejnému &islu zapisujeme jako dané Cislo se Sipkou pro oznaceni vektoru.

2P¥isné vzato tato operace nema matematicky smysl, protoze s¢itame vektor s redlnym &islem. Tuto operaci je nutno
interpretovat po slozkach, kdy toto s¢itani znamena, Ze se redlné Cislo zméni na vektor pfislusné dimenze tak, :iby operace

byla definovana. Toto pfizplisobeni se nayvame broadcasting. Ve vysledku ke kazdé komponenté vektoru aX pFic¢itame
hodnotu b.



Pro vice nez tfi body takto pracujeme s vektory vétsi dimenze nez tfi. V disledku toho ptichazime
o nazornou geometrickou pfedstavu. Az na tuto skuteCnost se vSsak na praci nic neméni. Skalarni soudin
dvou vektor( se stale pocita tak, ze se vynasobi odpovidajici komponenty a tyto souciny se poté seCtou.

Uloha 4. Naleznéte vhodny lineérni model pro tabulku dat z dvodniho textu.

Reseni. Pf¥ipomenme si uvedend data:

vyka/m 147 152 157 1,63 1,68 1,73 1,78 183
hmotnost kg 52,21 54,48 57,20 59,93 63,11 66,28 69,92 74,46

Po dosazeni dat do pottebnych skalarnich soucinli dostaneme:

X X =147 +1522+157>+ .- +1,83% = 21,9257
X Y =147-5221+1,52-54,48 + 1,57 - 57,20 + - - - + 1,83 - 74,46 = 828,456
T-X=147+152+157+---+183=1321
T-Y =52,21 454,48 + 57,20 + - - - + 74,46 = 497,59
I T=1+4+1+14---+1=28

Po dosazeni hodnot do (3) dostdvame soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych

21,9257a + 13,21b = 828,4568,
13,21a + 8b = 497,59,

kterd ma jediné fesSeni. Timto Feéem’mE je a =60,44 a b = —37,61. Modelem, ktery udavéa zavislost
hmotnosti zen y na jejich vysce z, je vztah

y = 60,442 — 37,61.

Obrazek 4 ukazuje pouzita data, regresni zavislost a predikci pro hmotnost Zeny o vysce 1,72 metru.
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3Pozor, dloha je pomérné citlivd na zaokrouhlovani.



Uloha 5. Najdéte regresni pfimku pro zadana data.

z 1,0 20 30 40
y 23 25 3,1 33

Reseni.

Pro vektory X aY dané po fadé prvni a druhou fadou tabulky dostavame

X X =1,0®+2,0%+3,0% +4,0% = 30,
X Y=10-23+20-25+3,0-3,1+4,0-3,3=29,8,
T-X=10+20+3,0+4,0=10,
1Y =23+25+31+33=112,
I T=1+4+1+14+1=4.

Soustava rovnic (3) po dosazeni téchto hodnot ma tvar

30a + 10b = 29,8,
10a + 4b = 11,2.

Resenim této soustavy je a = 0,36 a b = 1,90. Regresni pfimka pro zadan4 data je tedy

y = 0,36z + 1,90.

Obrazek ukazuje regresni pfimku a zadan4 data.
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= Ve statistice je uvedend metoda jednou ze zakladnich metod pri predikci, zda jedna velicina ma
vliv na hodnoty druhé veli¢iny. Proto jsou k dispozici metody, které hodnoti kvalitu aproximace a
také to, zda je pro dany soubor bodl uvazovana aproximace vhodna i nikoliv.

= Existuji také vicerozmérné verze metody nejmensich Ctvercli, kdy predikovanou hodnotu uréujeme
ne z jedné, ale z nékolika nezavislych velicin.



= Uloha najit ¥eeni nekonzistentni soustavy linedrnich rovnic se vyskytuje i p¥i rekonstrukci obrazu
v akustické tomografii. To umoznuje studovat slozeni geologickych vrstev nebo zdravotni stav dfeva
¢i stromu na zakladé informace o rychlosti, s jakou materidlem prochazi viny elastické deformace.
Jako Gvod do problematiky miZze poslouzit série ¢lanki na blogu https://tomroelandts.com/.

= Je mozné sestavit pfimo vztahy pro vypocet koeficienti linedrni regrese ze zadanych dat a vynechat
tak vypocet skalarnich soucinii a feSeni soustavy rovnic. Viz napfiklad https://en.wikipedia.
org/wiki/Simple_linear_regression#Expanded_formulas.
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