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Zbiér Mandelbrota jest jednym z najbardziej znanych i najpiekniejszych fraktali, fascynujacym matema-
tykdéw, naukowcdw i artystéw na catym Swiecie. Chociaz na pierwszy rzut oka wyglada jak skomplikowany
wzbr, opiera sie on na prostej regule matematycznej polegajacej na powtarzaniu potegowania i dodawa-
nia. To, co czyni go tak interesujacym, to jego nieskonczona ztozonos¢ i piekne wzory ukryte w kazdym
szczegdle.

Rysunek 1: The Mandelbrot set; the color of points in its vicinity corresponds to the index of the first
term in the sequence at which it is determined that the sequence goes to infinity.
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Zastosowanie zbioru Mandelbrota wykracza daleko poza matematyke. Wykorzystuje sie go w grafice
komputerowej do tworzenia ztozonych i realistycznych obiektéw podczas modelowania struktur natural-
nych, takich jak linie brzegowe, géry lub formacje chmur. Mozna go nawet wykorzysta¢ w ekonomii i
fizyce do symulacji systeméw chaotycznych.

Zbiér Mandelbrota jest dowodem na to, ze nawet proste procedury matematyczne moga prowadzi¢ do
niezwykle ztozonych i pieknych wynikéw, ktére maja zastosowanie w $wiecie rzeczywistym.

Tworzenie zbioru

Rozwazmy stosunkowo prosta formute rekurencyjng

2
Zn41 = 2, TC

gdzie warto$¢ poczatkowa wynosi zp = 0, a ¢ reprezentuje dowolna liczbe zespolona. Francusko-
amerykanski matematyk Benoit Mandelbrot (1924-2010) byt zainteresowany tym, kiedy sekwencja liczb
utworzona w ten sposéb jest ograniczona, tj. dla jakich wartosci ¢ w ptaszczyznie zespolonej sekwencja
ta zbiega sie lub oscyluje. Jesli w pewnym momencie ciag rozbiega sie, chciat wiedzie¢, jak szybko.
Mozna udowodnié, ze jesli warto$¢ bezwzgledna dowolnego wyrazu ciggu z, przekracza 2, to cigg ten
nie jest ograniczony.1029

Zbiér Mandelbrota jest zatem zbiorem punktéw ¢ na ptaszczyznie zespolonej, dla ktérych ciag utworzony
przez wzor rekurencyjny zbiega sie lub oscyluje. Dzieki powyzszemu faktowi wiemy, ze dla kazdego wyrazu
z tego ciggu jego warto$¢ bezwzgledna |z| musi by¢ mniejsza lub réwna dwém.

Weryfikacja, czy dana warto$¢ ¢ nalezy do zbioru Mandelbrota, odbywa sie poprzez obliczenie poszcze-
gblnych iteracji i obserwacje wartosci bezwzglednych tych iteracji. Do obliczenia iteracji uzywamy wzoru
rekurencyjnego

2
Zn4+1 = 2z, T ¢, zo = 0.

Na przyktad dla ¢ = —i otrzymujemy:

=20 —i=0"—i=—i, |zn|=1,
=2t —i= (=) —i=—1—14, |z|=V2,
=25 —i=(—1—i) —i=1i, |z|=1,

=22 —i=0)—i=—-1—14, |z =2

Z obliczen jasno wynika, ze wyniki —i i —1 — ¢ beda sie powtarzaé w nieskonczonoé¢. W zwigzku z tym
warunek |z| < 2 bedzie zawsze spetniony, a zatem liczba —i nalezy do zbioru Mandelbrota.

Cwiczenia
Cwiczenie 1. Sprawdz, czy liczby zespolone 1; ¢; —1; 1 + 4 naleza do zbioru Mandelbrota.
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Rozwigzanie. Dla uproszczenia rozwazymy tylko kilka pierwszych krokéw iteracji. Obraz liczby ¢ na
ptaszczyznie Gaussa nalezy do zbioru Mandelbrota, jesli dla wszystkich wynikéw iteracyjnego obliczenia
warto$¢ bezwzgledna wyniku jest mniejsza lub réwna 2.

Proces iteracyjny dla ¢ = 1.
n=2+1=02+1=1, |z|=1,
m=2+1=124+1=2, |zn|=2
m=224+1=224+1=5, |z3]=05.

Obliczenia wyraznie pokazuja, ze warunek |z| < 2 nie zostat spetniony w trzecim kroku iteracji, co
oznacza, ze liczba 1 nie nalezy do zbioru Mandelbrota.

Proces iteracyjny dla ¢ = 3.
n=24+i=0"4+i=1, |zn|=1,

=22 4i=4i=—1+41i, |=n|=V2,
m=zs+i=(—1+i) +i=—i, |z|=1,
== (=) 4i=—1+14, |ul=V2

Obliczenia pokazuja, ze wartosci —1 + ¢ i i beda sie powtarza¢ w nieskonczono$¢. Warunek |z| < 2
bedzie zawsze spetniony, dlatego liczba ¢ nalezy do zbioru Mandelbrota.

Proces iteracyjny dla ¢ = —1.
n=2-1=0"-1=-1, |zn|=1,
=22 —1=(-1)2-1=0, |z]=0,
m=22-1=0"-1=-1, |z]|=1

Wartoéci beda sie powtarzaé, a warunek |z| < 2 bedzie zawsze spetniony, dlatego liczba —1 nalezy do
zbioru Mandelbrota.

Proces iteracyjny dlac=1+1
=224 14+i=02+1+i=1+14, |z]=V2,

o=+l 4+i=1+0)2+1+i=14+2i+*+1+i=14+3i, |z|=+VI10.

Z obliczen jasno wynika, ze warunek |z| < 2 nie zostat spetniony w drugim kroku iteracji i liczba 1 + 4
nie nalezy do zbioru Mandelbrota.

Cwiczenie 2. Udowodnij, ze jedli istnieje k € N takie, ze |2k| > 2, to ciag z, jest rozbiezny.

Rozwigzanie. Stosujac wzér rekurencyjny, otrzymujemy utamek

|Znsa] _ |22 + ¢
= : (1)

Wykorzystanie nieréwnosci tréjkata
|a+b| < |a| + ‘b|7

where a = 22 + c and b = —c, we get

2 de—d <[4l 4] el =2+ +d
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and hence [2% +¢| > |22] — || = |2]? — |c].

Podstawiajac do (1) i modyfikujac, otrzymujemy

24l o Janl = lel _

Ponadto wiemy, ze istnieje takie n, ze zachodzi warunek |z,| > |¢|. Dla |¢| < 2 wynika to z zatozenia.
Dla ¢ > 2, wéwczas dla n = 2 zachodzi nastepujaca zaleznos¢:

22| = |c* + ¢ 2 e]* = |e| = [el(]e] = 1) > |e].

Wiec mozna zapisa¢

:|zn\—ﬂ>|zn\—1>1.
z

224l o Janl? = I
|2

A zatem
|Zn+1‘ 1
|2n|

)

lub |zp11] > |zn| i nasza sekwencja sie rozbiega.
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