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Optimalization

Linear programming

Linear programming is a mathematical method used to find the best solution to a particular problem.
It is a technique that aims to maximize or minimize a linear function under certain constraints, which
are also expressed as linear equations or inequalities.

This area began to attract the attention of mathematicians only after the First World War. The first of
these was Leonid Kantorovich, who, however, had to give up this work due to the government repression
at that time (and subsequently fears for his life). It was not a good idea to optimize production processes
in the Soviet Union, which had a centrally controlled economy at the time (for example, in one factory
he managed to increase production efficiency to 94%, only to be told that all factories had to increase
their efficiency in the same way).

The real turning point in the development of linear programming was the publication of the so-called
simplex algorithm for solving these problems in 1947. Its author is the American mathematician George
Dantzig, who began working in this field during the Second World War in an attempt to optimize certain
processes in the US military. They called it programming methods using desktop calculators. In his first
technical lecture on the subject, he talked about linear structure programming, which was subsequently
shortened to just linear programming. The word programming is a relic of military terminology referring
to the planning or scheduling of training, logistics, or team deployment.

We will illustrate the principles with the following simple examples.

Optimizing production in a roasting plant

Exercise 1. Berenice and Peter opened a new café with a roastery, where, among other things, they
started to produce two blends of coffee: summer and exotic. The summer blend is made of 40 %
sweet Ethiopian coffee beans and 60 % juicy coffee beans from Peru. The exotic blend is made from
the same coffee There are 90 kg of Ethiopian coffee and 70 kg of Peruvian coffee. A kilo of the
summer blend sells for 650 CZK and a kilo of the exotic blend sells for 800 CZK. How much of which
blend should Berenice and Peter mix from the available coffee beans to maximize their profit?

Co-funded by the Erasmus+ Programme of the European Union.



Solution First, we need to mathematize this whole problem. Let’s start, therefore, by denoting the
amount of mixed summer mixture as x and the amount of exotic mixture as y. Regardless of how many
individual mixtures will be produced, we can quantify the profit z from their sale by using the expression

z = 650z + 800y.
Je jasné, Ze nelze vyrabét zaporné mnozstvi, tj. urcité musi platit
x>0 aziroven y>0. (1)

Nyni musime zohlednit to, Ze nemame neomezené mnozstvi kdvovych zrn. Celkovou spotfebou etiopské
kavy mizeme vzhledem k pomériim michani vyjadrit jako

0,4z + 0,75y

a v pripadé peruanské kavy to je
0,6z + 0,25y.

Dohromady s dostupnym mnoZstvim ziskavame dvojici podminek
0,4x + 0,75y <90 a zaroven 0,6x + 0,25y < 70. (2)

MnoZina bodi, které vyhovuji podminkdm (1) a (2) je vySrafovdna na obrazku nize, p¥i¢emZ zelenou
barvou je zakreslena hrani¢ni pfimka 0,4x + 0,75y = 90 a modrou barvou pfimka 0,6x + 0,25y = 70.
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Ve vysrafované oblasti jsou tak vSechny body, jejichZ soufadnice x a y odpovidaji moznym FeSenim nas{
tlohy. Jak ale najdeme bod s maximalnim ziskem, tj. bod ve kterém je hodnota vyrazu z = 650x + 800y
maximaln{?

Mizeme si uvédomit, zZe tento vyraz je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Uvazujeme-li z této
roviny pouze tu ¢ast, kterd je nad vysrafovanou oblasti, dostavame v prostoru Ctyfahelnik.

Misto toho, abychom kreslili prostorovy obrazek, dokreslime si do obrazku jesté tzv. vrstevnice. Jsou to
pfimky s rovnicemi
650z + 800y = ¢



pro vhodna c. Vyznam téchto vrstevnic je podobny jako vyznam vrstevnic na mapé. Pouze misto bodi
o stejné nadmorské vysce, spojuji nase vrstevnice body, ve kterych dosdhneme stejného zisku.

Timto postupem dostaneme obrazek s vrstevnicemi zakreslenymi hnédou barvou.
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Figure 2: Oblast vyhovujici danym podminkam

Jak ale uréime vhodnou hodnotu ¢? Tu nastésti nemusime nijak slozité podcitat, ale miZeme ji zjistit
z naseho obrazku. Pro ¢ = 0 dostaneme pfimku prochazejici poc¢atkem, a jelikoz se vSechny vrstevnice lisi
pouze hodnotou ¢, musi byt vSechny hnédé pfimky rovnobézné. Odtud pak uz jen vidime, Ze maximum
(vrstevnice se s rostouci hodnotou ¢ posouvaji severovychodnim smérem) se realizuje v bodé, kde se
protne modra a zelena primka.

Soufadnice tohoto bodu tedy miizeme najit jako FeSeni soustavy

0,4z + 0,75y = 90

0,6z + 0,25y = 70.
Je jim bod o soufadnicich [%22, 220] Dosazenim téchto hodnot do vyrazu z = 650z -+ 800y dostaneme
hodnotu maximalniho zisku pfiblizné 115 143 K&. Toho bude dosaZeno, pokud Berenika s Petrem vyrobf{
600/7 kg, tj. priblizné 85,71 kg letni smési a 520/7 kg, tj. pfiblizné 74,29 kg exotické smési.

Poznamka. To, ze teSeni vyslo v priseCiku dvou hrani¢nich pfimek, vsak neni ndhoda. U téchto dloh,
kdy vsechny funkce jsou pouze linedrni, plati, ze feseni je vzdy v nékterém z vrcholi mnohothelniku
(pokud existuje) vymezujiciho viechny pfipustné body. Toho Ize vyuZit i v pfipadé Gloh s mnohem vétsim
poctem neznamych.

Stadi najit vSechny vrcholy a porovnat funkéni hodnoty. AvSak toto pouziti tzv. hrubé sily ma sva uskali:
mize byt vypoletné velmi narocné a vyzaduje mit zaruCenu existenci feseni. Nicméné tato myslenka
stoji za prvnim velmi efektivnim (a dodnes pouZivanym) algoritmem pro YeSeni téchto dloh. P¥i jeho
pouZiti jsou vrcholy prochdzeny systematicky (tj. ne nutné vechny).



Uloha 2. Mistni developer se rozhodl zakoupit tovarnu na vyrobu videokazet a magnetofonovych
paski. Tovarna dnes jiz nema zadné vyuziti, a tak bude zbourdna, aby na jejim misté vyrostlo P+R
parkovisté pro osobni automobily a zaroven odstavné parkovisté pro nakladni automobily. Developer
vSak nynfi fesi problém, jakou nastavit kapacitu pro jednotlivé druhy vozi. Celkovy dostupny prostor
bude 480 m2. Parkovaci misto pro osobni automobil zabere 12 m?, zatimco pro nakladni auto to je
30 m2.

Stavebni Ufad vSak zaroven pozaduje, aby kapacita pro osobni automobily byla alespori dvakrat vétsi
nez pro nakladni vozy, ale zaroven tam musi byt nejméné 6 parkovacich mist pro nakladni automobily.

Stanovte optimalni poclet parkovacich mist pro osobni i ndkladni automobily, ktery bude splfiovat vSechny
uvedené podminky a zaroven maximalizuje zisk z plného parkovisté, pokud za kazdé parkovaci misto
pro osobni automobily bude platba 100 K¢ a pro nakladni vozy 400 K¢.

Reseni. Mizeme postupovat podobné jako v predchozim p¥ikladé, aviak je potfeba mit na mysli, Ze
tentokrat musi byt pocty parkovacich mist celociselné. Oznalime-li jako = pocty parkovacich mist pro
osobni automobily a jako y pocty parkovacich mist pro nakladni vozy, pak nasim cilem je maximalizovat
zisk z dany vztahem

z = 100z + 400y.

Navic z uvedenych podminek plynou nasledujici omezeni.

Podminka Zdiavodnéni

y>6 pozadavek na minimalni pocet pro nakladni vozy

2y <z pozadavek na pomér parkovacich mist

12z 4+ 30y < 480 dostupna kapacita pozemku

x,y € NU{0} polty musi byt prirozena Cisla nebo pripadné
nula

Mnozina spliujici vSechny uvedené podminky je vykreslena na obrazku nize. Vyznaceny jsou primky
y = 6 (zelenou barvou), 2y = x (hnédou barvou), 122 + 30y = 480 (modrou barvou) a vrstevnice
100z 4 400y = ¢ pro riizné hodnoty hodnoty ¢ (ervenou barvou). Cim vétsi je ¢, tim vice jsou
vrstevnice “vpravo nahore”.

RiZovou barvou je vysrafovan mnohothelnik, ktery vyhovuje véem uvedenym podminkdm kromé posledni.
Cerné body jsou pak vSechny body, které splnuji i tuto podminku, tj. maji navic jenom jako soutradnice
pfirozena ¢isla (nula nepfichazi v dané oblasti v Gvahu).
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Z obrazku je patrné, Ze maximum se bude realizovat v bodé, ktery je nejvice vpravo nahore. Jaké jsou
ale jeho soutadnice?

7

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o prisecik modré a hnédé pfimky, mizeme jeho soutadnice urcit YeSenim
soustavy rovnic
20==x
122 + 30y = 480
Jejim FeSenim je dvojice [160/9,80/9], kterd ovsem neni celodiselna.

Podivame-li se na obrazek pozorné a zvazime-li smér vrstevnic, mizeme odhadnout, Ze hledané maximum
se bude realizovat v bodé y = 8. Soucasné vidime, Ze tento bod lezi na modré primce, takze po dosazeni
y = 8 do rovnice této pfimky, dostaneme x = 20.

Maximalniho zisku 5200 K¢ proto bude dosazeno v pripadé, kdy bude vybudovano 20 parkovacich mist
pro osobni automobily a 8 parkovacich mist pro nakladni vozy.

Jako kontrolu miizeme samozfejmé urcit vSechny celociselné body spliujici dand omezeni a ovérit, ze
v zadném z nich neni hodnota vyrazu 100z + 400y vétsi nebo rovna 5200.
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