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Nawigacja hiperboliczna

Postep w dziedzinie inzynierii elektrycznej umozliwit opracowanie nowych systeméw nawigacji opartych
na transmisji fal elektromagnetycznych. Przyktadem takiego systemu jest nawigacja morska LORAN-C,
ktéra zostata opracowana podczas Il wojny $wiatowej w USA. W tym typie nawigacji, statek odbiera
zsynchronizowany sygnat z pary nadajnikow. Sygnat z bardziej oddalonego nadajnika jest odbierany
przez statek pdézniej, wiec opdznienie sygnatu okresla réznice miedzy odlegtosciami statku od pierwszego
i drugiego nadajnika.

Zbidr punktéw, ktére maja stata réznice odlegtosci od dwdch punktéw statych jest hiperbola. Zatem sta-
tek znajduje sie na hiperboli, ktérej ogniskami s nadajniki i ktéra jest okre$lona przez réznice odlegtosci
statku od tych nadajnikéw. Opdznienie sygnatu z innej pary stacji okresla nastepnie drugg hiperbole, na
ktérej musi znajdowac sie statek. Jedli statek lezy na obu hiperbolach, to lezy na ich przecieciu.

Zadanie 1. Trzy odbiorniki Py, P> i P3 s3 rozmieszczone w terenie. Rysunek przedstawia znane
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styczna Adama wysle sygnat do wszystkich trzech odbiornikéw. Sygnat dociera do odbiornikéw P i
Ps; w tym samym czasie, a do odbiornika P» 80 mikrosekund pézniej. Gdzie znajduje sie Adam? Za-
t6zmy, ze sygnat pokonuje 300 000 km na sekunde. Okre$l pozycji w odpowiednio ustalonym uktadzie
wspotrzednych.

Rozwiazanie.Najpierw na rysunku wybieramy odpowiedni kartezjanski uktad wspétrzednych. Uzasad-
niamy ten wyboér w nastepujacy sposéb: Poniewaz Adam znajduje sie w réwnej odlegtosci od odbiorni-
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kéw P; i Ps, jest on umieszczony na osi linii Py P5. Fakt, ze jego sygnat dociera do odbiornika P, 80
mikrosekund pézniej niz do odbiornika P; oznacza, ze Adam znajduje sie 24 km dalej od odbiornika P;
niz od odbiornika P;. Jego pozycja znajduje si¢ zatem réwniez na gatezi hiperboli h z ogniskami P} i P»
(gdzie réznica w odlegtosciach Adama od P; i P, wynosi zaledwie 24 km). Korzystne jest umieszczenie
poczatku uktadu wspétrzednych w Srodku odcinka P, P;, tak aby réwnanie hiperboli A miato najprostsza
mozliwg postac.

Oznaczmy poczatek uktadu O i umies¢my go w Srodku odcinka P; P,. Dodatni kierunek osi « bedzie
wyznaczony przez potprosta OP;, a dodatni kierunek osi y wybierzemy tak, aby druga wspétrzedna
punktu P5 byta dodatnia. Poniewaz wszystkie podane wymiary sa wielokrotno$ciami 12, wybieramy
jednostki na obu osiach, aby odpowiadaty odlegtosci 12 km. Sytuacje ilustruje rysunek:
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Niech A oznacza nieznane potozenie Adama. Wiemy, ze punkt A lezy na osi odcinka P, P3. Wyrazamy
te 0§ (oznaczmy j3 o) parametrycznie:

0: X =Spp, +1-1up,
gdzie Sp p, [3:2] i wp = (3; —1).Wtedy

+ 3t
—t, teR.

xTr =

NI Njot

y:

Aby znalez¢ réwnanie hiperboli, nalezy zauwazyé, ze punkty P; i P5 sa ogniskami hiperboli h o $rodku O i
mimos$rodzie e réwnym potowie |OP; |, a wiec e = 2. Nastepnie, poniewaz réznica |AP;|—|AP,| = 2 jest
dwa razy wieksza od dtugosci gtéwnej pdtosi hiperboli, dtugosé gtéwnej pétosi a jest réwna 1. Obliczamy
dtugoéé mniejszej pétosi b poprzez podstawienie do zaleznosci b = ve2 — a2 = 4 — 1 = /3. Teraz
mozemy zapisaé réwnanie wymaganej hiperboli
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Punkt A lezy na jego prawej gafezi (jest blizej odbiornika Py), tzn. jego pierwsza wspétrzedna musi
koniecznie wynosié¢ x4 > 0.



Obliczmy teraz wspdtrzedne punktéw przeciecia linii o i hiperboli h. Podstawiajac réwnania parame-

tryczne prostej o do réwnania hiperboli, otrzymujemy:
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3. (243t) —(2—-t) =3

52t + 96t + 27 =0

Pierwiastkami tego réwnania kwadratowego s3 t; = —z==
parametrycznych i otrzymujemy:
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czyli A1 [13; 23] Analogicznie, podstawiajac to, otrzymujemy:
r=§43 (9 =2

wp=3-(-3)=3

= —3. Podstawiamy #; do réwnan

i.e., Ao [—2;3]. Jednak punkt A nie spetnia warunku x4 > 0 (lezy na drugiej gatezi hiperboli), otrzy-
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mujemy wiec jedyng mozliwg pozycje Adama, mianowicie A [— —]. Rozwigzanie pokazano na rysunku.
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Uwaga Gdyby Adam nie byt w réwnej odlegtosci od odbiornikéw P; i Ps, rozwigzanie zadaniu ozna-
czatoby znalezienie przeciecia gatezi dwéch hiperbol. Takie obliczenia wykraczatyby jednak poza zakres

matematyki w szkole $redniej. ## Literatura
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