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Skonczone gry liniowe
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Wiele gier komputerowych i mobilnych opiera sie na tamigtéwkach, w ktérych aby osiagnac¢ cel, nalezy
wykonaé okreslong kombinacje ruchéw. Na przyktad, nacisna¢ niektére z oferowanych przetacznikéw,
aby kontrolowana przez nie maszyna zadziatata. Co wiecej, takie przetaczniki maja skonczong liczbe
stanéw, w ktérych moga sie znajdowal: sg albo wtaczone, albo wytaczone. Zademonstrujmy to na
przyktadzie zaréwki. Jest ona albo wifaczona, albo wytaczona, a jej przetacznik wykonuje tylko dwie
akcje. Kiedy zaréwka jest wytaczona, pierwsze uzycie przetacznika wtacza ja, a drugie wytacza. W
informatyce istnieje wiele takich systeméw, ktére maja ograniczong liczbe stanéw. Te gry, w ktérych
konieczne jest ustalenie optymalnej kombinacji ruchéw, ktéra da nam prawidtowy wynik, nazywane s3
skonczonymi grami liniowymi.

Gra z trzema zarowkami

Wyobrazmy sobie sie¢ trzech zaréwek, z ktérych kazda jest wytaczona, a pod kazda z nich znajduje sie
przetacznik. Kazdy z przetacznikédw zmienia stan (wtaczony lub wytaczony) zaréwek znajdujacych sie nad
nim i jednoczesnie zaréwek bezposrednio z nim sasiadujacych. Jesli nazwiemy Zzaréwki i odpowiadajace
im przetaczniki A, B, C, to naci$niecie przetacznika A zapali zaréwke A, ale poniewaz znajduje sie on
na krawedzi, zapali sie tylko zaréwka B. To samo dotyczy zaréwki C, ktéra rébwniez ma sasiada tylko
z jednej strony, wiec nacisniecie przetacznika C spowoduje zapalenie zaréwek C i B. Tylko zaréwka B
sasiaduje zaréwno z A, jak i C, wiec przetacznik B zmienia stan wszystkich trzech zaréwek.

Na ponizszych trzech zdjeciach mozemy zaobserwowaé, jak zarédwki stopniowo wtaczaja sie i wytaczaja
po nacisnieciu kolejno przyciskéw A i B. Nalezy zauwazy¢, ze kolejnoé¢ naciskania przyciskdw nie ma
znaczenia. Mozemy sobie wyobrazi¢, ze jesli najpierw nacisniemy przycisk B, wszystkie zaréwki zaswieca
sie, a kolejne nacisniecie przycisku A wytaczy zaréwki A i B, tak ze tylko Swiatto Zzaréwki C pozostanie
wigczone.
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Rysunek 1: Wszystkie wytaczone zaréwki
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Rysunek 2: Przycisk A zostat naci$niety
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Rysunek 3: Przycisk B zostat nacisniety

W ponizszych ¢wiczeniach kluczowe znaczenie ma pojecie liczby skonczonej. W przypadku zaréwek, ktére
sg zawsze albo wiaczone, albo wytaczone, mozemy zidentyfikowaé kilka sytuacji, ktére albo majg miejsce
(“tak™), albo nie maja miejsca (“nie"), a poniewaz jesteSmy w matematyce, mozemy uzy¢ zamiast stéw
binarnego systemu oznaczania: tak = 1, nie = 0, tj.

= zaréwka jest wiaczona (1) lub wytaczona (0),
= przycisk steruje zaréwka (1) lub nie ma zadnego efektu (0),

= przycisk jest wcisniety (1) lub nieuzywany (0).

Ponadto w ukfadzie binarnym 141 = 0 lub réwniez 2k = 0, k € Z, a jednocze$nie 1 = —1. W przypadku
zaréwek przektada sie to nastepujaco. Jesli nacisSniemy ten sam przycisk dwa razy, odpowiednia zaréwka
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wiaczy sie i wytaczy (lub odwrotnie). Wraca do swojego pierwotnego stanu i jest taka sama, jakbySmy
w ogble nie nacisneli przycisku.

Wptyw kazdego przycisku na wszystkie zaréwki mozna zapisa¢ jako wektor. Wektory a, b, ¢ beda
opisywa¢ dziatanie odpowiednio przyciskow A, B, C. Kazda wspétrzedna wektora opisuje odpowiednia
zaréwke w odpowiedniej kolejnosci: pierwsza A, druga B, trzecia C. Oznaczenie 1 oznacza, ze przycisk
zmienia stan tej zaréwki, a 0 oznacza, ze nie ma na nig wptywu. Zgodnie z powyzszymi wtasciwosciami
przycisku, obowigzujg nastepujace zasady

1 1 0
a= 11|, b= |1, c=|1
0 1 1
Wektory moga by¢ réwniez uzywane do opisywania aktualnego stanu zaréwek. Zaréwka jest wtaczona:

1, Zaréwka jest wytaczona: 0. Stan poczatkowy, gdy zadna zaréwka nie jest wiaczona, bytby opisany
przez wektor

Naciskajac kolejno przyciski A i B, dotarliémy do trzeciego zdjecia zapisanego przy uzyciu dodawania
wektorowego w systemie binarnym

0 1 1 0+1+1 0
st+a+b=|0|+|1|+|1|=[04+1+1] = |0
0 0 1 04+0+1 1

Zadanie 1. Okresl kombinacje przyciskéw, ktére nalezy nacisnaé, aby $wiecity sie tylko zaréwki A i
C, gdy wszystkie trzy zaréwki s3 poczatkowo wytaczone.

Uwaga. Problemy z trzema zaréwkami mozna rozwigza¢ bardzo tatwo, poniewaz kazdy przycisk jest
naciskany co najwyzej raz. Naci$niecie wiecej niz raz nie ma sensu, poniewaz dwa naci$niecia tego
samego przycisku dajg taki sam wynik jak brak naci$niecia. W ponizszym zadaniu zwiekszymy zatem
liczbe Zzaréwek, ale spowoduje to powstanie zestawu wiecej niz trzech réwnan liniowych z wiecej niz
trzema niewiadomymi, ktére prawdopodobnie nie s3 juz liczone na regularnych lekcjach matematyki. W
zwiazku z tym problemy te mozna wykorzystaé na specjalnym seminarium, na ktérym studenci zapoznaja
sie z rachunkiem macierzowym i moga go przeéwiczy¢ na konkretnym problemie stownym.
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Zadanie 2. Rozbudujemy sie¢ zaréwek do pieciu. Przyciski nadal maja te sama wiasciwo$¢, kontroluja
zaréwke nad nimi i ich bezposrednimi sasiadami. Na poczatku nie wszystkie zaréwki s3 wytaczone,
ale zaréwki A i D s3 juz wtaczone.
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Rysunek 4: Zadanie z piecioma zaréwkami

Dowiedz sie, jaka kombinacje przyciskéw nalezy nacisnaé, aby uzyskaé wynik - wszystkie zaréwki
wytaczone, - Swieci tylko zaréwka E.
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Zadanie 3. Nowe niebieskie zaréwki réznig sie od poprzednich tym, ze moga $wieci¢ w dwéch roz-
nych odcieniach niebieskiego. Gdy zaréwka jest wytaczona, pierwsze naci$niecie przycisku, ktéry
go kontroluje, zaswieci sie na jasnoniebiesko, drugie nacisniecie zmieni kolor na ciemnoniebieski,
a trzecie naciéniecie ponownie go wytaczy. Przyciski nadal maja te sama wtasciwosé, to zna-
czy, ze kontroluja zaréwke nad soba i swoimi bezposSrednimi sasiadami. lle razy nalezy naci-
snaé ktory z przyciskéw A, B i C, wytaczy¢ wszystkie zardéwki ze stanu pokazanego na zdjeciu?
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