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Konecné linearni hry

Mnoho pocitacovych i mobilnich her je zaloZzenych na bazi hadanek, ve kterych je k dosazeni cile tfeba
provést uréitou kombinaci tahl, napfiklad pomackat nékteré z nabizenych spinaci, aby fungoval jimi
fizeny stroj. Takové spinace maji navic konecny pocet stavil, v nichz se mohou nachéazet: jsou bud
zapnuté, nebo vypnuté. Uvedme si to na pfikladu zarovky. Ta bud sviti, nebo nesviti, a jeji spinac tak
provadi pouze dvé akce. Kdyz je Zarovka vypnutd, prvnim zmacknutim spinace ji zapneme a druhym opét
vypneme. V informatice je takovych systémdi, které maji omezeny pocet stavli, mnoho, a konkrétné hry,
v nichz je potfeba uvedenym zplsobem navolit optimalni kombinaci tahd, diky niZ dostaneme spravny
vysledek, se nazyvaji konecné linearni hry.

Hra se tremi zarovkami

Predstavme si sit t¥i Zarovek, které jsou pro zacatek vSechny vypnuté a pod kazdou z nich je spinaci
tladitko. Kazdé z tladitek zméni stav (zapne nebo vypne) zarovky nad sebou a soucasné zarovek s ni
primo sousedicich. Pojmenujeme-li Zarovky a k nim pfislusna tladitka A, B, C, potom stisknutim tladitka
A se rozsviti zarovka A, ale protoze je na kraji, spole¢né s ni se rozsviti uz jen zarovka B. Totéz plati
pro zarovku C, také ma souseda jen po jedné strané, takze stisknutim tlacitka C se rozsviti zarovky C a
B. Pouze zdrovka B sousedi s A i C, proto tla¢itko B méni stav vSech tfi zZarovek.

Na nasledujicich trech obrazcich mizeme sledovat, jak by se zarovky postupné rozsvécovaly a zhasinaly
pfi postupném stisknuti tlacitek A a B. Dilezité je si uvédomovat, Ze nezélezi na poradi, v némz jsou
tladitka zmacknuta. Miizeme si predstavit, ze kdybychom nejprve stiskli B, rozsviti se vSechny Zarovky,
a nasledny stisk A zhasne zarovky A a B, takze ziistane svitit pouze C.
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Obrazek 1: Na zacatku jsou vSechny zarovky zhasnuté
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Obrazek 2: Stav po stisknuti tlacitka A
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Pro nésledujici Glohy je stézejni pojem konecného poctu. V pripadé zarovek, které vzdy bud sviti, nebo
nesviti, mlizeme identifikovat nékolik situaci, které se bud déji (,,ano"), nebo nedéji (,,ne"), a protoze
jsme v matematice, misto slov miZeme pouzivat znaceni dvojkové soustavy: ano = 1, ne = 0, tj.
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= Zarovka sviti (1), nebo nesviti (0),
= tlaéitko danou zarovku ovldd3 (1), nebo na ni nema vliv (0),

= tla¢itko zmackneme (1), nebo jej nevyuzijeme (0).

V tomto oznaceni navic plati 14+ 1 = 0 nebo také 2k = 0, k € Z, a souasné 1 = —1. V pripadé zarovek
se to projevuje tak, ze kdyz dvakrat zmackneme stejné tlacitko, prislusnou zarovku to rozsviti a zase
zhasne (nebo naopak), takZe se dostane do pilvodniho stavu a vychazi to nastejno, jako kdybychom
toto tlacditko nezmackli viibec.

Vliv jednotlivych tlacitek na vSechny Zarovky mizeme zapsat vektorové. Vektory a, b, c budou popisovat
¢innost tlacitek A, B, C. Kazda soufadnice vektoru popisuje pfislusSnou zarovku v poradi: prvni A, druha
B, treti C. Oznaleni 1 znamend, ze tlacitko méni stav dané zarovky, a 0, Ze na ni nemd vliv. Podle
uvedenych vlastnosti tlacitek plati

1 1 0
a= 11|, b= |1, c=|1
0 1 1

Pomoci vektorti Ize popsat i konkrétni stavy zarovek. Zarovka sviti: 1, nebo nesviti: 0. Pogate¢ni stav,
kdy nesviti zadna Zarovka, by popsal vektor

0
s= |0
0

Naslednym stisknutim tlacitek A a B jsme se dostali ke tfetimu obrazku. Vektorové zapsano za vyuziti
sCitani v soustavé popisujici stav Zarovek platf



0 1 1 O+1+1 0
s+a+b= |0+ |1+ 1| =(0+1+1] = |0
0 0 1 0+0+1 1

Uloha 1. Uréete kombinaci tladitek, které je potieba stisknout, aby svitily pouze Zarovky A a C,
pokud jsou na pocatku vsechny tfi zarovky zhasnuté.

Reseni. Hledany vysledny stav |ze popsat vektorem
1
t= |0
1

Ulohu vyFe$ime jako soustavu linedrnich rovnic
s+ z1a+ x2b 4+ x3c = t,

kde vektory a, b, c popisuji, které zarovky jsou danym tladitkem ovladany, jak bylo uvedeno vyse, a
proménné x1, x2, x3 nabyvaji hodnot 1 nebo O podle toho, zda pFislusné tladitko vyuzijeme, ¢i nikoliv.

Napoprvé soustavu uvedeme i s nulovymi koeficienty, aby bylo jasné vidét, jak jsou do soustavy prepsany
souradnice vektora a, b, c.

0+1$1+1$2+0(E3:1
0+11’1+11‘2+1I3:0
0+0x; +1as+1z3=1

Soustavu fesime napfiklad dosazovaci metodou:

1+ 2o :1:>{,C1:1—332
1+ o +(L’3:0
Tot+rzs=1=23=1—129

Dosadime do druhé rovnice:

(1—1‘2)+$2+(1—1‘2)=0
27%2:0

332:2,

ale protoze pracujeme v nasi soustavé mame 2 = 0, plati zo = 0. Dosazenim dostdvame z; = 1,23 = 1,
coz znamend, ze mame zmacknout tlacitka A a C, abychom docilili toho, ze budou svitit zarovky A a C
a zarovka B bude zhasnuta.

Poznamka. Ulohy pro t¥i Zarovky lze velice snadno vyfedit z hlavy, jeliko? kazdé tlatitko mackame na-
nejvys jednou. Vickrat to ani nema smysl, kdyz dvé zmacknuti stejného tlacitka vychazeji stejné jako
zadné zmacknuti. V nasledujici Gloze proto zvétsime pocet zarovek, to vSak povede na soustavu vice
nez tfi linedrnich rovnic o vice neZ tfech nezndmych, které uz se v bézné vyuce matematiky pravdépo-
dobné& nepoéitaji. Ulohy proto mohou poslouzit do specialniho seminre, ve kterém jsou Zaci seznameni
s maticovym poc¢tem a mohou ho tim procvicit na konkrétni slovni Gloze.



Uloha 2. Sit Zarovek rozsitime na pét kush a tlacitka maji stale stejnou vlastnost, ze ovladaji zarovku
nad sebou a jeji pfimé sousedy. Na pocatku nejsou vsechny zarovky zhasnuty, ale uz sviti Zarovky A a
D.
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Zjistéte, jakou kombinaci tlacitek zmacknout, aby na konci - byly vsechny zarovky zhasnuté, - svitila
pouze zarovka E.

Reseni. Kromé poctu linearnich rovnic a proménnych v soustavé se feSeni bude lisit také pozménénym
pocatecnim stavem, kdy vSechny zarovky nejsou ve stavu 0 = zhasnuté. Pocatecni stav mlizeme zapsat

vektorem

1

0

s= |0

1

0

a chovani tlacitek A az E popisuji vektory

1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
a= |0, b=|1|, c=|1|, d=1|1|, e= |0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1

Pokud chceme, aby vSechny zarovky byly zhasnuté, tak fesime soustavu rovnic

s+ x1a+ x9b + x3c + 24d + z5€ = t,
kde
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Vektor s prevedeme na pravou stranu

r1a + xob + x3¢ + 14d + x5 = t — 5,

a zapiSeme soustavu péti linedrnich rovnic o péti nezndmych

T1+x2 =0-1
T1+xo+2x3 =0
To+x3+T4 =0
Tatxgtas =0—1
x4tx5 =0

P¥i YeSeni pamatujeme na to, ze v ndmi uvazované soustavé plati —1 = 1 a 2 = 0. Soustava ma dvé
feSeni, jimiZ jsou usporadané pétice (0,1,1,0,0) a (1,0,1,1,1).

Ma-li na konci svitit pouze zarovka E, plati
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Po pér dpravach (séitaci metodou nebo pFi praci s maticemi Gaussovou eliminaéni metodou) bychom
zjistili, ze pro takové zadani soustava nema fesSeni. Nelze tedy zarovky z piivodniho stavu, kdy sviti pouze
A a D, dostat do stavu, aby svitila samotna zarovka E.



Uloha 3. Nové, modfe svitici zarovky se od predchozich lisi tim, ze mohou svitit ve dvou riiz-
nych odstinech modré. Pokud je tato zarovka zhasnutd, prvnim stisknutim tlacitka, které ji ovlada,
se rozsviti svétle modre, druhym stisknutim tmavé modfe a po tfetim stisknuti opét zhasne. Tla-
Citka maji stale stejnou vlastnost, tedy ovladaji Zarovku nad sebou a jeji primé sousedy. Kolikrat
musite stisknout které z tlacitek A, B a C, abyste ze stavu na obrazku vsechny Zarovky zhasli?
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Reseni. Protoze maji zarovky nyni tfi stavy, v jakych mohou byt, presouvame se k pocitani v trojkové
soustavé. Oznaéme zarovka ,nesviti* = 0, ,sviti svétle modfe” = 1 a ,sviti tmavé modfe" = 2.

Tlacitka A, B, C vsak danou Zarovku mohou pouze ovladat, nebo neovladat, zadna tfeti moznost neni,
proto plati stale stejné

Podle jiz uvedeného zapisu

s+x1a+m2b+x3c:t,



muizeme sestavit soustavu tfi linearnich rovnic

0+11’1+1$2+0(E3:0
1+ 1z +1xe + 123 =0
240x1 +1xo+123=0
a vyresime ji.
1+ o =0
1+ 2o +$3:—1
£Z?2+1'3:72

Z prvniho a tretiho fadku vyjadiime x1 a x3 v zavislosti na o

r1 = —T2
Tr3 — -2 — Z9
a dosadime do druhé rovnice
—To+Tg —2—x9=—1
—To = 1
To = —1.

Ve trojkové soustavé plati 3k =0, k€ Z,3l+1=1,l€Za3m+2=2, meZ, tedy —1 = 2 nebo
také —2=1,aprotozes =2, 21 =-2=1axz3=—-1=2.

Vysledkem je, Ze kdyZz jednou zmackneme tlacitko A, dvakrat tlacitko B a dvakrat tlacitko C, z pivodniho
stavu na obrazku vSechny Zarovky zhasneme.
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