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Optymalna cena biletu

Whasciciel karuzeli chce ustali¢ cene biletu na swoja atrakcje tak, aby zmaksymalizowaé swéj zysk. Dla
uproszczenia, ustala opfate za wstep jako wielokrotno$¢ 10 CZK. Wie, ze przy obecnej cenie 50 CZK
moze spodziewaé sie okoto 600 odwiedzajacych dziennie. Na podstawie poprzednich lat szacuje, ze
jesli cena biletu wzrosnie o 10 CZK, dziennie odwiedzi go okoto 50 oséb mniej. | odwrotnie, jesli cena
biletu spadnie o 10 CZK, odwiedzi go o 50 oséb wiecej. Dodatkowo, aby zwiekszy¢ zainteresowanie
odwiedzajacych, co trzeci odwiedzajacy otrzyma wate cukrowa o wartosci 30 CZK na koszt wtasciciela
karuzeli.

Poniewaz syn wtasciciela karuzeli studiuje matematyke, postanawia poméc ojcu w rozwigzaniu tego
problemu.

Zadanie 1. Po namysle syn napisat wzér

600 — 50
y = (50 + 10z) - (600 — 50z) — % - 30.

Zinterpretuj poszczegdlne czesci tego wzoru.

Rozwiazanie. Ponizsza tabela wyjasnia znaczenie kazdej czesci wzoru:

Cze$¢ wzoru Znaczenie

10x zmiana ceny biletu o z - 10 CZK

50 + 10z nowa cena biletu

600 — 50z szacowana liczba odwiedzajacych po zmianie ceny

(50 + 102)(600 — 50x)  dzienne zarobki z biletéw

% liczba odwiedzajacych otrzymujacych wate cukrowa
800502 . 30 dzienny koszt waty cukrowe;j

Y catkowity dzienny zysk
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Zadanie 2. Jesli rozwazymy poprzedni wzér jako funkcje zmiennej z, Jakiego typu jest to funkcja i
jak wyglada jej wykres? Rozwigzanie. Upraszczajac prawa strone wzoru, przeksztatcamy go do postaci

y = —500z2 4+ 4 000z + 24 000 .

Jest to funkcja kwadratowa, ktérej wykresem jest parabola. Ze wzgledu na ujemny wspétczynnik
wyrazenia kwadratowego parabola ta jest wklesta w dét.

Zadanie 3. Przy jakiej cenie biletu wtasciciel osiagnatby maksymalny zysk?

Rozwigzanie. Naszym zadaniem jest wyznaczenie maksimum funkcji
f(z) = =50022 + 4 000z + 24 000 .

Wiemy, ze wykres funkcji f przecina o x w punktach odpowiadajacych pierwiastkom wielomianu kwa-
dratowego. W punkcie srodkowym odcinka taczacego te punkty mozemy znalez¢ maksimum szukanej
funkcji (ze wzgledu na symetrie paraboli). Wyznaczamy zatem pierwiastki wielomianu kwadratowego.

—500z% + 4000z + 24000 = 0
22— 8 —48=0
(z—12)(z+4) =0

Rozwigzaniami réwnania s3 pierwiastki 1 = 12 i o = —4, wiec maksimum funkcji f znajduje sie w
punkcie Zyqe = 122 = 4. Podniesliémy zatem pierwotng cene biletu o 40 do nowej ceny 90CZK, aby

osiagna¢ maksymalny zysk.

Zadanie 4. O ile wiekszy jest maksymalny zysk od zysku przy pierwotnej cenie biletu?

Rozwigzanie. The answer to this problem is the difference f(4) — f(0). Podstawiajac obie wartosci do
funkgji f, otrzymujemy f(4) = 32000. and f(0) = 24000. Réznica miedzy tymi dwiema kwotami wynosi
8000 CZK. Wykres funkgji f z zaznaczonymi wartosciami f(4) i f(0) przedstawiono na rysunku:
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Zadanie 5. Tworzac formute, syn uproscit jeden aspekt problemu. Czy wiesz, ktéry z nich? Czy mozna
rozwigzaé zadanie bez tego uproszczenia? Poréwnaj swdj model z modelem stworzonym przez syna
wiasciciela karuzeli.

Rozwiazanie. Wzér syna jest doktadny tylko wtedy, gdy liczba odwiedzajacych dziennie 600 — 50z jest

podzielna przez trzy. Jesli nie jest podzielna przez trzy, to liczba odwiedzajacych, ktérzy otrzymali

prezent, wynosi dolna czeé¢ catkowita liczby 9295502 oznaczona jako | 9205502 |

Funkcja, ktéra na wejsciu przyjmuje liczbe rzeczywista x i daje na wyjéciu najwieksza liczbe catkowita
m taka, ze m < x nazywana jest funkcja podfogi. Na przyktad, L%J =2, |7] = 3 nebo |-8,3] = -09.

Teraz poréwnajmy poprzednio uzywana funkcje f z nowa funkcja g, ktéra uzywa dolnej czesci liczby
catkowitej:

g(x) = (50 + 10z) - (600 — 50z) — {MJ 30,

3

Tmaz = 4. Porédwnamy wyniki wokét juz okreSlonego maksimum, x4, = 4. Dla & podstawimy war-
tosci z przedziatu (3,5;4,5), biorac pod uwage wartosci, dla ktérych zaréwno cena biletu, jak i liczba
odwiedzajacych s3 liczbami catkowitymi. Mozna zauwazy¢ ze wystarczy upewnic sie, ze cena biletu jest
liczba catkowita, co nastapi dla wartosci « z co najwyzej jednym miejscem po przecinku.

Wartosci funkeji mozna podsumowaé w tabeli (do obliczen korzystne jest uzycie oprogramowania takiego
jak MS Excel):

T 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1 4,2 4,3 4.4 4,5

f(z)| 31875 31920 31955 31980 31995 32000 31995 31980 31955 31920 31875

g(x) | 31895 31920 31965 32000 31995 32010 32015 31980 31965 31940 31875



Dzienny zysk okreslony przez funkcje g jest zawsze wiekszy lub réwny dziennemu zyskowi okreslony przez
funkcje f. Ponadto maksimum funkcji g znajduje sie w innym punkcie, konkretnie 4,1, co odpowiada
cenie biletu w wysokosci 91

textCZ K . i szacowanej dziennej frekwencji 395 oséb. We can observe the following facts:

-Réznice miedzy zyskami s3 bardzo mate, w granicach utamkéw ceny pojedynczego biletu. Nie ma
znaczenia, czy bilet kosztuje 90 czy 91 CZK, poniewaz jedyna osoba, ktéra wchodzi dodatkowo (lub
nie wchodzi) w pordwnaniu z szacunkami, niezawodnie usuwa wszelkie réznice miedzy zyskami dwéch
modeli.

= Podczas gdy maksimum funkcji f wyznaczamy za pomoca bezposrednich i stosunkowo prostych
obliczen, musieliSmy wyznaczy¢ maksimum funkcji g poprzez podstawienie wszystkich dopusz-
czalnych wartosci (ze stosunkowo waskiego przedziatu). dopuszczalnych wartosci (ze stosunkowo
waskiego przedziatu).

Dlatego, pomimo uproszczenia, uzycie funkgcji f do obliczenia maksymalnego zysku jest zaréwno wy-
starczajace, jak i wygodniejsze.
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