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Geometria fraktalna

Fraktal to obiekt, ktérego struktura geometryczna sie powtarza. Charakterystyczna cechg fraktali jest
ich samopodobienistwo. Przyktady fraktali w przyrodzie to chmury, drzewa lub gtéwka kalafioru. Stowo
“fraktal” pochodzi od tacinskiego stowa “fractus”, ktére oznacza ztamany lub rozbity. Termin ten zostat
stworzony przez Benoita B. Mandelbrota, uwazany za ojca geometrii fraktalnej, znany ze swojej ksigzki
The Fractal Geometry of Nature (1982).

W badaniu fraktali wazna role odgrywa ich wymiar. Wymiar topologiczny, znany z klasycznej geometrii
euklidesowe], okazat sie niewystarczajacy do opisu fraktali. Dlatego potrzebny byt inny rodzaj wymiaru.
Zostat on wprowadzony przez Felixa Hausdorffa, znany jako wymiar Hausdorffa. Dla prostych obiektéw

mozemy go rozumieé jako liczba:
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gdzie N to liczba czesci, z ktérych sktada sie obiekt, utworzona przez samopodobieistwo ze wspdt-
czynnikiem 7 z oryginalnego objektu. Na przyktfad, dla kwadratu prawda jest, ze moze on sktadaé sie
z czterech mniejszych kwadratéw, ktére powstaja z niego przez samopodobienistwo ze wspdtczynnikiem
r= % tj.,
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Zatem dla kwadratu jego wymiar fraktalny (wymiar Hausdorffa) jest réwny jego normalnemu wymiarowi
intuicyjnemu (wymiar topologiczny). ## Ptatek $niegu Kocha

Ptatek sniegu Kocha jest krzywa na ptaszczyZznie utworzong w iteracyjnym procesie z tréjkata réwno-
bocznego.

Na poczatku dany jest tréjkat réwnoboczny o bokach dtugosci 1. W kazdym kolejnym kroku wykonywane
s3 nastepujace czynnosci:

1.Kazdy odcinek linii jest podzielony na trzy czesci. 2. Tréjkat réwnoboczny jest skonstruowany nad
Srodkowa trzecia czedcig odcinka. 3. Podstawa skonstruowanego trdjkata (wczeéniej Srodkowa jedna
trzecia odcinka linii) jest usuwana.
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Z rysunku widaé, ze aby wyznaczy¢ dtugos$¢ jednego boku ptatka Sniegu po pierwszej iteracji, potrzebu-
jemy 4 bokéw tréjkata, ktdry zostat utworzony przez zmniejszenie boku oryginalnego tréjkata od kroku
zerowego ze wspotczynnikiem samopodobienstwa r = % tj.,

Poniewaz ptatek $niegu Kocha jest krzywa, jego wymiar powinien wynosi¢ 1. Ta rozbieznosé¢ wynika
z faktu, ze ptatek Sniegu Kocha jest ostatecznie tak pofragmentowany, ze wynikowy fraktal ma nieskon-
czong dtugos¢, ale ogranicza strukture ptaszczyzny o skoriczonej powierzchni.

Zadanie 1. Oblicz obwdd ptatka $niegu Kocha po pierwszej, drugiej i trzeciej iteracja.

Rozwigzanie. Poczatkowo mamy tréjkat réwnoboczny o obwodzie 0oy = 3. W pierwszej iteracji kazdy
z trzech odcinkéw segmentéw jest podzielony na trzy czesci, a Srodkowa trzecia cze$¢ jest zastgpiona
przez dwa odcinki o dtugosci % Kazdy bok oryginalnego tréjkata jest przedtuzony o % co daje obwod
po pierwszej iteracji
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W drugiej iteracji kazdy bok oryginalnego trdjkata jest dzielony na cztery odcinki o dtugosci jedne;j
trzeciej pierwotnej dtugosci, ktére sa dalej dzielone na trzy czesci i przedtuzone o %. Prowadzi to do

obwodu
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W trzeciej iteracji rozszerzamy 16 segmentéw linii z kazdej strony o 2% co daje obwdd
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Zadanie 2. Jaki jest obwod ptatka Sniegu Kocha po n-tej iterakcji? Udowodnij, ze obwdd ptatka
$niegu Kocha jest nieskonczony.

Rozwiazanie. Z powyzszych obliczen wynika, ze kazdy odcinek jest jedna trzecig dtugosci odcinka z po-
przedniej iteracji, a jednoczes$nie kazdy odcinek iteracji jest w nastepnej iteracji wydtuzany o jedna
trzecia, tj. odcinek jest wydtuzany do % swojej poprzedniej dtugosci. Obwdd ptatka $niegu Kocha po



n-tej iteracji mozna wyrazi¢ za pomoca sumy szeregu geometrycznego ze wspélnym wspdtczynnikiem
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GdybySmy kontynuowali w ten sposéb w nieskonczonos¢, otrzymalibySmy nieskonczony ciag geome-
tryczny w drugim czfonie powyzszej sumy. Poniewaz stosunek odpowiedniego ciggu geometrycznego
jest wiekszy niz jeden, ciag jest rozbiezny, a obwdd ptatka $niegu Kocha jest nieskonczony.

Zadanie 3. Oblicz pole powierzchni ptatka $niegu Kocha po pierwszej i drugej iteracja.

Rozwigzanie. Na poczatku przyjmijmy , ze wysoko$¢ tréjkata réwnobocznego o boku dtugosci a wynosi
@a, a jego pole powierzchni wynosi
3
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Pole powierzchni poczatkowego tréjkata réwnobocznego wynosi Sy = %.W pierwszej iteracji dzielimy

odcinki na tercje i umieszczamy mniejszy tréjkat réwnoboczny o boku dtugoéci + w érodkowej trzeciej

3
czesci. Pole powierzchni po pierwszej iteracji wynosi
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W drugiej iteracji kazdy bok oryginalnego tréjkata jest dzielony na cztery odcinki, a mniejszy tréjkat
réwnoboczny o boku dtugosci % jest umieszczany na kazdym odcinku. Pole powierzchni po drugiej
iteracji wzroénie do

S2= 7 4

1+ -4+=-.2
3 +o+

3 39

4

9

4

T4 or

B e () S dr -

Zadanie 4. Jakie jest pole powierzchni ptatka $niegu Kocha po n-tej iteracji? lle razy wieksze jest
pole powierzchni ptatka $niegu Kocha w stosunku do oryginalnego tréjkata réwnobocznego?

Rozwigzanie. Z poprzednich rozwazan wynika, ze liczba odcinkéw, w ktérych dodajemy nowy tréjkat,
jest czterokrotnie wieksza w kazdej iteracji. W tym samym czasie bok naszego nowego trdjkata zmniejsza
sie do jednej trzeciej jego poprzedniego rozmiaru, wiec jego pole powierzchni zmniejsza sie do jednej
dziewiatej. Otrzymujemy wyrazy ciggu geometrycznego o wspotczynniku %, a pole powierzchni ptatka
$niegu Kocha po n-tej iteracji jest tworzone przez pole pierwotnego tréjkata i sume pierwszych n wyrazéw
tego ciggu geometrycznego:
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Poniewaz stosunek ciggu geometrycznego jest mniejszy niz jeden, kontynuujac do nieskonczonosci, otrzy-
mujemy zbiezny cigg geometryczny. Korzystajac ze wzoru na jego sume, otrzymujemy pole powierzchni
ptatka éniegu Kocha po nieskonczonej liczbie iteracji.
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Ptatek Sniegu Kocha ma nieskonczony obwdd otaczajacy skoiiczone pole powierzchni, ktéry jest okoto
1,6 razy wiekszy niz pole powierzchni oryginalnego tréjkata réwnobocznego.
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