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Fraktalni geometrie

Fraktal je objekt, jehoz geometricka struktura se opakuje v ném samém. Charakteristickou vlastnosti
fraktald je jejich sobépodobnost. Ptikladem fraktali v prirodé mohou byt mraky, stromy nebo hlavka
kvétdku. Slovo fraktdl pochézi z latinského slova fractus, v prekladu zlomeny, rozbity. Vymyslel ho
Benoit B. Mandelbrot, povazovany za otce fraktalni geometrie, kterou proslavil svou knihou The Fractal
Geometry of Nature (1982).

P¥i zkoumani fraktald hraje dilezitou roli jejich dimenze. Dimenze, tzv. topologickd dimenze, ktera je
znama z klasické euklidovské geometrie, pti popisu fraktall nestacila, proto bylo potfeba zavést i jiny
typ dimenze. Felix Hausdorff zavedl novou fraktalni dimenzi, téZz oznacovanou Hausdorffova dimenze.
Pro jednoduché objekty ji mizeme chépat jako Cislo
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kde NN je pocet Casti z kterych se objekt skldda a které vzniknou pomoci stejnolehlosti s koeficientem
r z plvodniho objektu. Napfiklad pro ¢tverec plati, ze jej mizeme slozit ze ¢tyf mensich Ctverci, které
z néj vzniknou pomoci stejnolehlosti s koeficientem r = % tedy

q=d_y
In2

Pro Ctverec je tedy jeho fraktalni dimenze stejnéd jako normalni intuitivni dimenze.

Kochova vlocka

Kochova vlocka je kfivka v roviné, ktera vznika iteraénim procesem z rovnostranného trojihelniku.
Na zacatku je rovnostranny trojihelnik se stranami délky 1. V kazdém dalSim kroku se pak provede
nasledujici:

1. Kazda udsecCka se rozdéli na tretiny.

2. Nad prosttedni tfetinou GsecCky se sestroji rovnostranny trojihelnik.
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Z obrazku mizeme vidét, ze pro urceni délky jedné strany vlocky v prvni iteraci, potfebujeme 4 strany
trojahelnika, ktery vznikl zmensenim strany trojihelnika v nultém kroku pomoci stejnolehlosti s koefi-

. 1
cintem r = 3, tedy
d=— ~1,26.

Jelikoz Kochova vlocka je kiivka, oCekavali bychom, Ze jeji dimenze je 1. Tento rozpor je dan tim, Ze
Kochova vlocka je na konci natolik Clenita, ze vysledny fraktdl ma nekonecnou délku, ale ohranicuje
Gtvar kone¢ného obsahu.

Uloha 1. Viypoditejte obvod Kochovy viogky po prvni, druhé a tieti iteraci.

Reseni. Na zalatku mame rovnostranny trojiihelnik s obvodem oy = 3. V prvni iteraci rozdélime t¥i
GseCky na tretiny, prostfedni tfetinu z nich odebereme a nahradime ji dvéma Gseckami délky % Kazdou
stranu trojihelnika jsme prodlouzili o % a vysledny obvod po prvni iteraci tak je
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V druhé iteraci dostaneme na kazdé strané plivodniho trojihelnika Ctyfi Gsecky tretinové délky, které
rozdélime na tretiny a prodlouzime je o %. Ziskame tak obvod
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Uloha 2. Jaky je obvod Kochovy viogky po n-té iteraci? Ukazte, e obvod Kochovy vlo¢ky bude
nekonecny.

Reseni. Z vypoctl vyse vidime, ze kazdy Gsek ma tfetinovou délku oproti Gseku v predchozim kroku a

zaroven ho o jeden dil prodlouzime, tj. Usecka se prodlouzi na % ptvodni délky. Obvod Kochovy vlocky
4

po n-té iteraci mizeme vyjadfit jako soucet Clenli geometrické posloupnosti s kvocientem 3 pro n € N:
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Pokud bychom timto zpilisobem pokracovali do nekonecna, tak bychom ve druhém ¢lenu souctu dostali
nekonecnou geometrickou fadu. Vzhledem k tomu, ze kvocient prislusné geometrické posloupnosti je
vétsi nez jedna, dana fada bude divergentni a obvod Kochovy viocky bude nekonecny.

Uloha 3. Vypoditejte obsah Kochovy vlo¢ky po prvni a druhé iteraci.

Reseni. Na zaltku si uvédomme, Ze vySka v rovnostranném trojihelniku se stranou délky a je délky
@a a obsah rovnostranného trojihelnika je
S = ?a?
Obsah vychoziho rovnostranného trojtihelniku je Sy = %. V prvnf iteraci rozdélime tfi Usecky na tretiny
a na prostredni tfetinu umistime rovnostranny trojihelnik se stranou délky % Vysledny obsah po prvni
iteraci tedy bude
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V druhém kroku budeme mit na kazdé strané piivodniho trojihelniku Ctyfnasobny pocet lsecek, kam
budeme umistovat trojihelnik se stranou délky % Obsah po druhé iteraci se zvétsi na
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Uloha 4. Jaky je obsah Kochovy vlo¢ky po n-té iteraci? Kolikrat vétéi obsah méa Kochova vlo¢ka
vzhledem k plvodnimu rovnostrannému trojihelniku?

Reseni. Z predchozich tGvah plyne, Ze pocet tsetek, kam ptidavame novy trojihelnik, je v kazdé iteraci
CtyFnasobné vétsi. Zaroven se nam strana nového trojihelniku zmensuje na tretinu predchozi velikosti,
proto se jeho obsah zmensuje na devitinu. Ziskavame tak cleny geometrické posloupnosti s kvocientem
4 3 obsah Kochovy vlo¢ky po n-té iteraci je tvoren obsahem piivodniho trojihelnika a sou¢tem prvnich

9
n ¢lend dané geometrické posloupnosti:
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Jelikoz kvocient geometrické posloupnosti je mensi nez jedna, tak pokraCovanim do nekonecna dosta-
neme konvergentni geometrickou Fadu. Pouzitim vzorecku pro jeji souCet dostaneme obsah Kochovy
vlocky po nekone¢ném poctu krokd

Bl rty)-od -5

’ 4
3 1-3

S=7T T \!*t3; 7~ L6

Kochova vlo¢ka mé nekonecny obvod omezujici konecnou plochu, kterd mé obsah priblizné 1,6-krat
Vétsi nez obsah plivodniho rovnostranného trojihelniku.
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